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Sur   les  fonctions  permutables  de  première  espère 
de   M.    F  oit  erra; 

Par    Joseph  PÉRÈS. 


INTRODUCTION. 

La  théorie  des  fonctions  permutables  de  première  espèce,  c'est- 
à-dire  telles  que 

f  /(*,  S)  <p(£,7)  A  =f  ?(*,  S)/(5. .'  i  «S 

a  été  développée  par  M.  Volterra  qui  en  indiquait,  dès  son  premier 
Mémoire  ('),  les  applications  essentielles  à  la  théorie  des  équations 
intégrales  et  intégro-différentielles.  Dans  deux  Mémoires  succes- 
sifs (-),  M.  Volterra  étudiait  le  problème  fondamental  de  celle  théorie 
I  détermination  des  fonctions  permutables  avec  une  fonction  donii*'' 

(')  Queslioni  generali  suite  equazioni  intégrait  ed  integro-differenziali 
(Rend.  Lincei.  rr  MJineslie  1910). 

(-)  Soprn  le  funzioni  permutabili  (Rend.  Lincei.  1"  semestre  1910)  et 
Contribulo   allô  studio  délie  funzioni  permutabili  {Rend.    Lincei,    1" 

Stre    |()l  I  ). 

Juin  11.  de  Muth.  (•}'  série),  lome  I.  —  Pasc.  I.  191  ■  ' 
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f(x,  y)  dans  le  cas  où  cette  fonction  est  d'ordre  i  ou  2  (')]  et 
montrait  l'intérêt  qu'aurait,  pour  introduire  dans  la  théorie  des 
fonctions  permutables  le  symbole  \j  ,  la  détermination  des  fonctions 
permutables  avec  une  fonction  d'ordre  n.  M.  Vessiot  démontrait  (2) 
une  propriété  importante  des  fonctions  permutables  avec  une  fonction 
donnée  :  elles  sont  permutables  entre  elles,  et  étendait  aux  fonctions 
permutables  la  théorie  des  groupes.  Enfin  les  équations  intégro- 
différentielles  de  la  physique  héréditaire  ont  été  étudiées  grâce  à  la 
théorie  des  fonctions  permutables  par  M.  Volterra,  M.  Evans  et 
moi-même  (3). 

Le  but  principal  de  ce  travail  est  la  détermination  des  fonctions 
permutables  avec  une  fonction  donnée  et  l'étude  de  ces  fonctions. 

Dans  le  premier  Chapitre  je  rappelle  d'abord  les  éléments  de  la 
théorie  des  fonctions  permutables  et  son  application  à  la  théorie  des 
équations  intégrales  d'après  M.  Volterra;  je  donne  ensuite  deux 
extensions  de  cette  application  (§  H),  l'une  en  laissant  tomber  la 
condition  de  permutabilité,  l'autre  en  ne  faisant,  sur  la  série  des 
compositions  qui  définit  l'équation  intégrale,  que  les  hypothèses  de 
convergence  les  plus  larges  possibles.  Je  n'ai  pas  indiqué  les  extensions 
analogues  qu'on  peut  faire  dans  la  théorie  des  équations  intégro- 
différentielles.  La  fin  de  ce  Chapitre  est  consacrée  à  quelques  com- 
pléments (§111),  nécessaires  pour  la  suite,  de  la  théorie  de  l'équation 
de  Volterra  de  première  espèce 


X 


y 

?(^  'i)f(l>y)dl  =  F{*>  y)         [inconnue  <p(#,/)]; 


quand  les  données  sont  analytiques  la  solution  est  une  fonction  en 
général  multiforme.  Les  différentes  branches  se  permutent  autour 


(')  M.  Volterra  dit  qu'une  fonction  est  d'ordre  n  quand  elle  admet  (y —  j-)"  ' 
en  facteur,  ses  dérivées  (« — ■  i  )"'"""'  et  nul  différentes  de  zéro  pour  y  :=#  (o/. 
Chap.  1,  m°  Il  ). 

(2)  Comptes  rendus,  \"  semestre  1912,  p.  ;">7i  et  68Ï. 

(:,J  Pour  ces  recherche*,  dont  nous  ne  llOtlS  occuperons  pas  ici,  connue  pour 
les  précédentes,  nous  renverrons  au  Livre  de  M.  \  01. 1  i:mt a,  Leçons  sur  les  Jonc- 
(forts de  lignes  (Gauthier-Villars,  io,i3). 
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des  points  où  le  noyau  /(x,  y)  cesse  d'être  d'un  ordre  déterminé; 
j'ai  entièrement  étudié  dans  quelles  circonstances  un  de  ces  points, 
soit  £  =  y  =  à,  sera  un  point  régulier  de  la  solution  :  il  faut,  et 
j'indique  un  procédé  pour  reconnaître  si  cette  circonstance  se  présente, 
qu'il  existe  un  développement  Zcf(/(x  —  a)p( y  —  af  satisfaisant 
formellement  à  l'équation;  cela  suffit  pour  qu'on  puisse  affirmer  la 
convergence  de  ce  développement  qui  définit  donc  bien  une  solution 
régulière  pour  x  =  y  =  a. 

Dans  le  Chapitre  II,  j'ai  étudié  la  méthode  donnée  par  M.  Volterra 
pour  déterminer  les  fonctions  permutables  avec  une  fonction  donnée. 
J'expose  d'abord,  avec  de  très  légers  compléments  ('),  son  raison- 
nement pour  une  fonction  donnée  du  premier  ordre.  J'en  expose 
ensuite  une  généralisation  quand  la  fonction  donnée  est  d'ordre  // 
quelconque.  Une  grave  difficulté  se  présente  dès  que  n  j>  2  :  on  a,  dans 
la  suite  des  calculs,  à  résoudre  un  problème  de  Cauchy  pour  une 
équation  aux  dérivées  partielles  à  caractéristiques  imaginaires.  Ceci 
m'a  obligé  à  me  restreindre,  je  l'ai  fait  presque  toujours  dans  ce 
travail,  aux  fonctions  analytiques.  La  méthode  ainsi  obtenue  me 
donne  une  propriété  importante  des  fonctions  permutables  avec 
f(x,y)  :  elles  n'ont,  sur  la  multiplicité  y  =  x,  pas  d'autres  singularités 
que  les  points  où  f(x,y)  cesse  d'être  d'un  ordre  déterminé  [et  bien 
entendu  les  points  singuliers  de  ,/*(•'',  y)\. 

L'étude  de  la  méthode  précédente  autour  d'un  de  ces  points  me 
fournit  (Chap.  III,  £1)  un  cas  important  où  les  fonctions  o(x,  /) 
seront  régulières  autour  de  ce  point. 

Dans  le  même  Chapitre  j'expose  aussi  l'application  de  la  recherche 
précédente  à  l'introduction  dans  la  théorie  des  fonctions  permutables 
de  la  racine  //,"""',  c'est-à-dire  à  la  résolution  de  l'équation 

,!•:,  v"i.r..r,       /(*,/). 

Elle  admet,  à  un  facteur  ^  i  près,  une  solution  qui  esl  permutable 
avec  /(x,  y)  et  adme.l  donc  en  général  comme  singularités  les  points 

(')  Par  exemple  la  cotftefgënce  ctes  dérivées  premières  de  i  [cf.  p. 
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x  =  y  =  a  oùf(x,  y)  cesse  d'être  d'un  ordre  déterminé.  J'étudie, 
par  une  méthode  analogue  à  celle  qui  m'a  servi  pour  l'équation  de 
Volterra  de  première  espèce  (Chap.  I),  le  cas  où  o(x,y)  est  régulier 
autour  d'un  de  ces  points  x  =  y  =  a;  cette  méthode  constitue  de  plus 
un  procédé  direct  de  résolution  de  l'équation  (E).  Une  autre  méthode 
directe,  la  plus  avantageuse  lorsqu'elle  est  applicable,  permet  de  faire 
comprendre  la  difficulté  que  présente  l'étude  générale  de  la  singularité 
de  o{x, y)  autour  de#=y  =  a  :  celte  étude  peut  se  réduire  à  celle 
des  singularités  dans  tout  le  plan  d'une  équation  intégrale  non  linéaire 
dont  l'inconnue  est  fonction  d'une  seule  variable  (§  III). 

La  méthode  de  recherche  des  fonctions  permutables  que  j'expose 
au  Chapitre  IV  permet  de  pousser  plus  loin  l'étude  de  ces  fonctions  : 
elle  se  rapproche  de  celle  que  j'ai  indiquée  (Chap.  1)  pour  étudier 
l'équation  de  Volterra  et  est  limitée  par  essence  à  la  recherche  des 
fonctions  permutables  avec  une  fonction  analytique.  Je  prouve 
d'abord  (c'est  la  réciproque  d'un  résultat  presque  immédiat)  que 
toutes  les  fonctions  analytiques  permutables  avec  une  fonction  f(x,  y) 
n'admettant  pas  y  —  x  en  fadeur  sont  susceptibles  d'un  dévelop- 
pement convergent  de  la  forme 

(i)  «o/U-.y)  +  a,/2(*, y)  +. . .  +  «„/"+1  U.y)  -h.  . .; 

la  convergence  d'un  tel  développement  s'exprimant  par  le  fait  que  la 
série  de  puissances 


(i')  a0  +  «i-r  +•  •  -  +  an 


f-n 


converge.  Il  en  résulte  que  ces  fonctions  permutables  avec  f(x,  y) 
n'ont  pas,  contrairement  à  ce  que  pouvait  faire  supposer  la  méthode 
du  Chapitre  II,  pour  points  singuliers  les  points  où  f(x,y)  cesse 
d'être  du  premier  ordre  :  la  méthode  du  Chapitre  II  donnerait  une 
idée  tn's  imparfaite  de  l'allure  des  fonctions  permutables  autour  d'un 
de  ces  points;  on  peut  en  effet  se  rendre  compte  qu'elle  conduirait  à 
définir  ces  fonctions  qui  sont  holomorphcs,  par  des  séries  de  fonctions 
présentant  des  singularités.  C'est  pour  cette  raison  que  je  n'ai  étudié 
que   très  brièvement,   au   Chapitre    III,   la   méthode  du   Chapitre  II 
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autour  d'un  point  où  f(x,  y)  cesse  d'être  d'un  ordre  déterminé,  me 
contentant  de  me  placer  dans  le  seul  cas  particulier  où  l'on  puisse 
obtenir  un  résultat  précis. 

En  m'appuyant  sur  les  résultats  précédents  et  sur  la  méthode  du 
Chapitre  II,  je  montre  ensuite  que  toutes  les  fonctions  de  variables 
réelles  permutables  avec  f(x,  y)  admettent  un  développement  con- 
vergent, non  en  une  série  de  puissances  symboliques  telle  que  (i), 
mais  en  une  série  de  polynômes  symboliques.  Une  nouvelle  analogie 
remarquable  se  développe  ainsi  entre  l'ensemble,  dépendant  d'une 
fonction  d'une  variable,  des  fonctions  permutables  avec  f(x,  y)  et 
l'ensemble  des  fonctions  d'une  variable  :  l'ensemble  des  fonctions  d'une 
variable  n'est  d'ailleurs  que  l'ensemble  particulier  des  fonctions  per- 
mutables avec  l'unité. 

Le  cas  où  la  fonction /(x,  y)  admet  (y  —  x)n  en  facteur  se  réduit 
au  précédent  après  résolution  d'une  équation 

(E)  î"(*,y)=/(*.y). 

Les  fonctions  analytiques  permutables  avec  f  admettent  alors  en 
général  comme  singularités  les  points  x  =  y  =  a  où  f  cesse  d'être 
d'ordre  n  —  i.  Dans  l'ordre  d'idées  qui  nous  a  préoccupé,  deux 
questions  se  posaient  encore  :  Dans  quel  cas  le  point  x  =y  =  a  sera- 
l-il  régulier  pour  toutes  les  fonctions  permutables  avec  /(•£,  .y)? 
Lorsque  cette  circonstance  ne  se  produit  pas,  quelle  est  la  forme  de 
toutes  les  fonctions  permutables  avec  f  qui  soient  holomorphes 
autour  de  x  =y  =  al 

J'ai  répondu  à  la  première  de  ces  questions.  Une  étude  plus  appro- 
fondie de  la  singularité  des  fonctions  permutables  avec  f  autour 
de  x=y  =  a  me  semble  nécessaire  avant  de  répondre  à  la  seconde 
(cf.  n"  lî),  Chap.  IV).  Celte  étude  devra  être  entreprise,  non  pas, 
pour  les  raisons  indiquées  plus  haut,  par  les  méthodes  du  (  Chapitre  II, 
mais  plutôt  en  la  reliant  à  celle  des  singularités  de  l'équation  (  E  I, 
équation  qu'il  faudra  s'efforcer  (cf.  Chap.  III,  £  III)  d'étudier 
directement. 
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CHAPITRE  I. 

COMPOSITION    ET    PERMUTABILITÉ.    APPLICATIONS    A    I.A    RÉSOLUTION 
DES    ÉQUATIONS    INTÉGRALES. 


I.  --  Les  fonctions  permutables;  premières  applications 
à  la  résolution  d'équations  intégrales. 

1.   Soient  F,  (x,  y),  F.,(x,  y)  deux  fonctions  finies  et  continues 
des  variables  x  et  y  lorsque  {fig-  i) 


(d) 


aSœSyl  b; 


M.    Volterra    nomme    composition    (')    de    ces    deux    fonctions 
'opération 

f  F,(-r,  1)^(1,  y) dk. 

"X 

Le  résultat  de  cette  opération  est  une  nouvelle  fonction  de  x  et 


Fig.  .. 

de  y,  finie  et  continue  dans  le  même  domaine  de  valeurs  pour  x  et  y, 
que  M.  Volterra  nomme 

»   »  »   » 

F,  F._,(.r,  y  )     ou  simplement     F,  F.,. 

(')  M.  Volterra  domine  cette  opération  composition  de  première  espèce  pour 
la  distinguer  d'une  composition  de  deuxième  espère  qu'il  étudie  aussi.  Comme 
dans  ce  travail  nous  ne  considérons  que  la  composition  de  première  espèce, 
nous  la   nommons  simplement  composition. 
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Cette  notation  est  destinée  à  mettre  en  évidence  l'analogie  de  la 
composition  avec  un  produit,  analogie  que  nous  allons  maintenant 
développer. 

2.  Tout  d'abord  l'opération  composition  est,  comme  l'opération 
produit,  associative.  Il  est  en  effet  aisé  de  vérifier  qu'on  a 

((F1F2)Fs)  =  (f1(FîFs)), 

F3  étant  une  nouvelle  fonction  finie  et  continue  dans  le  domaine  (d) 
et  les  parenthèses  servant  à  indiquer,  comme  dans  la  théorie  de  la 
multiplication,  l'ordre  dans  lequel  on  fait  les  opérations. 

L'analogie  avec  le  produit  sera  complète  si  la  composition  est 
aussi  commutative,  si  l'on  a 

Pi#,  =  F1P1. 

Il  est  évident  que  ce  n'est  pas  le  cas  général.  Mais  c'est  un  cas  très 
important  :  nous  dirons  alors,  avec  M.  Volterra,  que  les  fonctions  F, 
et  Fn  sont  permutables  (  '  ). 

5.  L'étude  des  fonctions  permutables  est  le  but  principal  de  ce 
travail.  Nous  allons  déjà,  au  cours  de  ce  paragraphe,  en  montrer 
l'intérêt  en  indiquant  l'application  qu'en  fit  M.  Volterra  à  la  réso- 
lution de  certaines  équations  intégrales. 

Soient  F,,  F2,  ...,  F„  des  fonctions  de  x  et  de  y  permutables  entre 
elles  et  définies  dans  le  même  domaine  (d)  précédent.  Il  sera  naturel 
de  noter 

F,F.,...Fn(.r,y)     ou     F,F2...F„ 

la  fonction  obtenue  en  composant  F,  avec  F3,  le  résultat  avec  F3,  etc., 
et  de  noter 

l'.V.  fol  |','/'« 

la  fonction  obtenue  en  composant/),  fonction  F,,  p.,  fonctions  Fs,  etc. 
Plus    généralement)   soil    ?(2n    «a)    •..,   -„)    un    polynôme  des 

( '  )  Qu  permutables  de  première  espèce  [cf.  note  ('),  page  précédente  |. 
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variables  z,,  :2,  ...,  zn  n'ayant  pas  de  terme  constant  (').  Si  l'on  y 
remplace  les  variables  z,,  z.2,  ...,  z„  par  Fn  F2,  ...,  F„  et  qu'on  y 
interprète  les  produits  de  Ft,  F2,  ...,  F„  comme  représentant  des 
compositions,  on  obtiendra  une  fonction  de  x  et  de  y,  toujours 
délinie  dans  le  domaine  (d)  et  qu'il  est  naturel  de  noter 

<p(F„  F2,  ...,F„). 

Il  est  alors  aisé  de  vérifier  que  : 

x.  Un  polynôme  symbolique  tel  que  o(F,,  F„,  ...,  F„)  définit 
une  fonction  permutable  avecF ,,  F2,  ...,F„. 

[3.   On  peut  faire  les  additions  et  les  compositions  des  polynômes 

symboliques  <p(F,,  F», ...,  Vn)  comme  les  additions  et  les  multipli- 
cations des  polynômes  ordinaires  <p(z,,  z.z,  ...,  z„),  en  interprétant 
toujours  les  produits  des  fonctions  F,,  F2,  ...,  Fn  rumine  des  compo- 
sitions. 

Ainsi  on  aura 

(  F,  -f-  2  F,  )»  =  F?  -t-  an  F'/-  'F.  +  ...+  i"  F» 
(F1  +  2F2)n(F1-)-2F!!)P=(F14-'2F!!)"H-p. 

On  peut  aller  plus  loin;  on  peut,  dans  ce  qui  précède,  supposer 
que  o(-,,  z2,  ...,  zn)  soit  une  série  quelconque  des  puissances  de  ces 
variables 


(o  2.2.-2  «"-'. 


bolomorplie   autour   de    z,  =  z2  =. .  .  =  s„  =  o    et  privée  de    terme 
constant 

«0,0 0=  O. 

Il  ne  pourrait  y  avoir  de  difficultés  que  pour  la  convergence,  mais  il 


(')On  peut  éviter  cette  restriction  par  une  extension,  très  simple,  mais  dont 
je  n'ai  nul  besoin,  de  la  notion  de  composition  (  cf.  Yoi.TERRA,  Leçons  sur  ta 
fonctions  de  lignes,  p.  1 38,  (i). 
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est  bien  clair  que  la  série 


>) 


2  2-2  *■'■ ^-^ 


converge  absolument  et  uniformément  si  les  fonctions  F,,  F2,  ...,F„ 
sont  bornées.  On  a  en  effet 


ltl',  <-.,+...+,„ 


F'.  F'=       F'"  I  <  1  y  —  x  |'.-»-'i+v .+'„- 1 


et 


I «/.«•.....» I  <  K'.R'=...H'/     (1)- 


\.  Un  grand  intérêt  des  considérations  précédentes  est  qu'elles 
fournissent,  comme  l'a  montré  M.  Volterra,  la  solution  immédiate 
de  toute  une  catégorie  d'équations  intégrales  :  en  général  de  toute 
relation  implicite  exprimée  par  une  série  telle  que  (i)  et  dont  on 
connaît  une  solution  analytique  on  déduira  une  équation  intégrale 
exprimée  par  une  série  telle  que  (2)  dont  on  connaîtra  une  solution. 

Précisons  :  soit  une  relation  implicite  par  rapport  à  la  variable  c 


(")  3  =  9(5,,  ;2 


ep  étant  une  fonction  holomorphe  des  variables  z,s,,  s2,  . . .,  z„  autour 
de    z  =  3,  =  s2  =  . . .  =  z„  =  o    dont    le   développement    en    série 

(1)  Nous  avons  supposé  dans  tout  ce  qui  précède  que  Fii  Fj,  ...,  F„  étaient 
définies  dans  le  domaine  (d)  alxSy'l  b.  Ce  domaine  est  tel,  et  c'est  essentiel, 
que  toute  fonction  composée  à  partir  de  F,,  F2,  ...,  F„  soit  définie  dans  le  même 
domaine.  Il  est  clair  qu'on  pourrait  le  remplacer  par  tout  domaine  du  plan 
des  xy  jouissant  de  cette  propriété.  Il  est  d'ailleurs  aisé  de  voir  qu'un  tel 
domaine  doit  être  tel  que,  s'il  contient  un  point  (c,  y),  il  contienne  aussi  les 
parallèles  aux  axes  menées  de  ce  point  jusqu'à  la  première  bissectrice  :  il  peut 
donc  être  engendré  par  des  domaines 

a :  5  x  S  y  £  b 

et  par  des  domaines  tout  semblables 

aSy'lxS  b. 
Journ.  de  Math.  (7"  série),  tome  I.  —  Kasc  [,  191  1. 
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nait  ni  terme  constant,  ni  terme  en  z.  Il  est  classique,  et  l'on 
démontre  par  la  méthode  des  fonctions  majorantes,  qu'elle  admet 
une  solution 

(b)  *  =  <!»(*„*, .-■„) 

holomorphe  autour  de  zt  =  z2  —  . .  .  —  zn  =  o  et  n'ayant  pas  de 
terme  constant  dans  son  développement. 

Les  séries  (a)  et  (b)  sont  de  type  (i),  n°5.  Remplaçons-y  z,,  z2,  ..., 
zn,  z  par  des  fonctions  permutables  F,,  F2j  ....  F„,  F  définies  dans  le 
domaine  (d)  et  envisageons  les  produits  de  ces  fonctions  comme  des 
compositions.  Nous  aurons  : 

Une  équation  intégrale 
(«')  F  =  ?(F„  F,.  ...,F„.  F) 

dont  la  solution,  d'ailleurs  unique  ('),  sera  donnée  dans  le  do- 
maine (d)  par  la  formule 

(*')  F  =  <KF„  F„  ....  F„) 

représentant  une  fonction  permutable  arec  les  fondions  données. 

M.  Volterra  a  fait  remarquer  que  l'équation  («')  est,  en  un  sens, 
plus  simple  que  l'équation  implicite  ordinaire  (a)  :  la  série  (//)  en 
donne  la  solution  quelles  que  soient  les  fonctions  F,,  F4,  .►,,  Fn, 
tandis  que  la  série  (b)  ne  convergeait  et  ne  donnait  la  solution  de  (a) 
qu'au  voisinage  de  l'origine  zt  =  z2  =  •••  =  z«  =  °- 

*>.  Avant  de  passer  à  des  extensions  du  résultat  précédent,  nous 
ferons  une  remarque  :  on  pourrait  songer  à  résoudre  l'équation  (a') 
par  approximations  successives  en  formant  la  série 

(b")  F  —F  «'-+-  (F"  ''—  F<">)+.  ..-+-(F<"'—  Fi/'-")  ■+- .  .  . 

avec 


F<o)=0,         FW  =  <p(F1>  P„  ...,  F„.  F  r   ' 


(l)  Un  lecteur  familiarise  avec  les  méthodes  d'approximations  successives 
n'aura  pas  de  peine  à  démontrer  que  l'équation  (a1)  n'a  pas  ûràtitre  solution 
permutable  ou  non  avec  les  fonctions  données  F,,  F,.    .  ..,  F„. 
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On  sera  ainsi  conduit  à  définir  la  solution  F(x,y)  non  plus  par 
une  série  de  compositions,  mais  par  une  série  de  séries  de  compo- 
sitions. La  démonstration  directe  de  la  convergence  de  celte  série 
dans  tout  le  domaine  (d)  est  plus  compliquée  que  la  même  démons- 
tration pour  la  série  (b')  du  n"  4.  Celte  démonstration  est  d'ailleurs 
inutile;  la  convergence  de  la  série  des  approximations  successives 
résulte  nécessairement  de  celle  de  la  série  {b').  C'est  un  fait  tout  à 
fait  général  dont  je  donnerai  ailleurs  la  démonstration  :  toutes  les  fois 
que,  pour  résoudre  un  problème  de  fonctions  implicites,  pour  déter- 
miner l'intégrale  d'une  équation  différentielle  ou  aux  dérivées 
partielles,  on  peut  employer  parallèlement  la  méthode  des  fonctions 
majorantes  et  une  méthode  d'approximations  successives,  les  approxi- 
mations successives  convergent  sûrement  dans  tout  domaine  où  la 
méthode  des  fonctions  majorantes  permet  de  définir  la  solution  ('). 


II.  —  Extensions  du  résultat  précédent. 

i>.  Nous  montrerons  dans  ce  paragraphe  comment  des  équations 
intégrales,  plus  générales  encore  que  les  équations  («')  traitées  par 
M.  Volterra,  peuvent  être  résolues  par  des  procédés  analogues. 

Voici  une  première  extension.  Supposons  que  la  série 

o(3,,  :,,  ...,  ;„,  s)  =  2tf/, ,-,...4./*'**',?..  •  s'n~J 

ne  soit  pas  convergente  autour  de  z,  =  za  =  . .  •  =  zn  =  z  =  o,  mais 
que  la  série 

au<,-i»i :  -i,  -i, 


(i,  -H», -h... -H  «'„+/)!     '' 


.z';;zJ 


(')  (  "est  un  résultat  peu  surprenant  :  on  sait  qu'il  est  vrai  pour  les  équations 
différentielles  linéaires. 

D'autre  part,  quand  on  applique,  avec  M.  Goursat.  la  méthode  des  fonctions 
majorantes  au  théorème  d'existence  de  la  solution  d'une  équation  différentielle 
quelconque,  on  constate  bien  que,  dans  le  cercle  où  l'on  démontre  ainsi  l'existence 
de  la  solution,  les  approximations  successives  convergent  :  c'est  une  présomption 
du  résultat  ci-dessus,  mais  non  une  démonstration,  car  il  n'est  pas  prouvé  que 
cela  subsisterait  si  l'un  employait  de  meilleures  majorantes. 
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le  soit.  Alors  la  série 

2ali;i...,„,FïF§.i.F';»Fy=<p(FI,  F3,  ...,  F„,  F) 

converge  encore  (cf.  n°  5),  non  plus  forcément  dans  tout  le  do- 
maine (d),  mais  au  moins  pour  y  —  x  assez  petit,  c'est-à-dire  au 
voisinage  de  la  droite  y  =  x  de  ce  domaine  (').  L'équation  intégrale 

(«')  F  =  ?(F,.F2,  ...,  F„.  F) 

a  encore  pour  solution,  pour  y  —  x  assez  petit,  la  série 

(b')  F  =  <HF„  F2,  ...,¥„)  =  2b,t,,  ..J'{  •  •  •  F'„», 

dont  les  coefficients  sont  calculés  de  façon  à  satisfaire  formellement 
à  (a').  Il  suffit  pour  cela  de  prouver  l'analyticité  de 

^(j.+  Zj -H... +  *„)!"'   *" 

Or,    si    l'on    résout    le   problème   des    fonctions   implicites   pour 
l'équation 

--Z(i1+iI-t-...+  /I1+y)!"'"1'---''""" 

on  trouve  une  série 

ïP/,f.-./.*ï*i-.-«fe. 

analytique  et  à  coefficients  positifs.  Il  suffit  de  prouver  que 

«        ■>        |fr.,/,..-„l 

Mais  les  formules  de  récurrence  permettant  le  calcul  des  p(i ,  ,  et 
des  bj  ,     ,n  peuvent  s'écrire 

P'.'--'-=2  (/•l+rs+.r!'.'+ >•„-+- yïï  11 P**--'-  J 

et 

**.i,.../.=2  ("'■«'■■■■'■-/ !!*'"■■ 


(x)  Ou  converge  dans  tout  le  domaine  (rf)  si  les  I  ,,  Fs,  .  .  .,  F„,  F  sont  assez 
petits. 
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le  symbole  1  \bSi  s     ,„  désignant  le  produit  de  j  quantités  analogues 
à  /',,.,,...,„  telles  que 

la  somme  S  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  possibles  des  sym- 
boles st,  s2,  ...,  *.,  >\,  r„  ...,  /•„,./•  Il  suffit  de  vérifier  que 

(;-,  +  /-,  H-  ...+  rn  +  j  )  !  J  J  (  * ,  +  s,  -+- . .  .  +  *  B  )!=(',+  4  +  ...+  ''„)  ! 


/ 


ou  que 

(A  +'/)  !  A,  !  A,  !  ...  \j  !  <  (A  +  A,+  A,  +  ...  +  kj)  !, 

A,  A,,  A.,,  .. .,  A;  étant  des  entiers  et  les  y  derniers  étant  différents 
de  zéro.  C'est  une  inégalité  évidente  si  A,  =  A.  =. ..=  Ay-  ==  i  et 
qui  ne  sera  que  renforcée  si  Von  augmente  un  des  A;  d'une  unité. 

7.  La  nouvelle  généralisation  que  nous  allons  exposer  montrera 
que,  dans  la  théorie  précédente,  c'est  la  composition  et  non  la  permu- 
tabilité  qui  joue  le  rôle  important.  La  permutabilité  n'apporte  qu'une 
simplification  qu'on  peut  dire  accessoire;  aussi  aurons-nous,  quand 
nous  en  aurons  fait  l'étude,  à  montrer  en  d'autres  points  son  impor- 
tance. Pour  justifier  cette  remarque  je  vais  montrer  que  les  résultats 
précédents  s'étendent  aux  fonctions  non  permutables  ('). 

S.  Soient  F,(x,y),  F,(a?,  y),  . . .,  F»  (x,y)  des  fonctions  finies  et 
continues  comme  précédemment  dans  le  domaine  (d),  mais  pouvant 
n'être  pas  permutables.  Des  expressions  telles  que 

i\V2...\-„(.r,r),         F,F|F3(a;,7) 

auront  un  sens  aussi  clair  (grâce  à  l'associativité)  que  quand  les 
fonctions  sont  permutables.   Seulement   il   ne  sera    plus  permis  de 


(')  J'ai  donné  cette  démonstration  dans  une  Note    Sulli  equasioni  intégrait 
(Rend.  K.  Ace.  dei  Lincei,  19  janvier  i<»i3). 
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changer  l'ordre  des  lettres  :  on  n'aura  plus,  par  exemple, 

Un  polynôme  procédant,  suivant  les  produits  symboliques  des 
fonctions  précédentes  et  ayant  des  coefficients  numériques 

«F,  4-  />F!-+-cF,F,4-rfF!F1 

définira  encore  une  fonction  finie  et  continue  comme  F,,  F2,  ....  Il 
en  sera  de  même,  sous  une  condition  que  nous  allons  exprimer,  d'une 
série  sans  terme  constant  des  produits  et  puissances  symboliques 
des  fonctions  précédentes;  soit 

(3)      a>[F„  F,,  ...,  FJ,]  =  aF1  +  *F1  +  ...+  eF*  +  rfFlF1+eF1Fi-4-... 

une  telle  série  ;  nous  la  dirons  régulière  si  la  série 

(3')         <p(5,,  2S,  ...,  za)-=uzl+Pzî  +  ...  +  yzl+($-hE)s1zt-h..., 

déduite  de  la  série  (3)  en  y  remplaçant  les  coefficients  a,  b,  ...  par 
leurs  modules  a,  (3,  ...,  puis  les  fonctions  F,,  F„,  . .,,  F„   par   des 
nombres  complexes  ordinaires  z,,  sa,  ...,  :n  et  enfin  en  groupant  les 
termes  semblables,  est  convergente. 
Ceci  posé  : 

a, .  Toute  série  de  type  (3)  régulière  définit  dans(d)  une  fonction 
de  x  et  de  y  finie  et  continue  comme  les  fonctions  dont  on  part. 

La  démonstration  est  la  même  qu'au  n°  5. 

p,.  Les  calculs  sur  les  séries  de  type  (3)  (additions  et  compo- 
sitions) peuvent  se  faire  comme  les  mêmes  calculs  (additions  et 
multiplications)  sur  les  séries  entières,  à  condition  de  ne  pas  perdre 
de  vue  la  non-perm ut abilité  des  fonctions  F,,  F2,  ...,  F„. 

ÎL   Considérons  enfin  une  équation  intégrale 
(«,)  F  =  ?[Fi,  F„  ...,Fn,  F] 

par  rapport  à  l'inconnue  V(x,y).  Le  second  membre  <p|F\,  ....  F| 
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étant  une  série  de  type  (3)  régulière,  n'ayant  ni  terme  constant,  ni 

terme  en  F. 

On  peut  essayer  de  la  résoudre  formellement  par  un  dévelop- 
pement 

(/,,)  F  =  d,[F„F2,  ...,F„], 

<\  étant  une  série  de  type  (3)  sans  terme  constant.  On  constate 
aisément,  comme  dans  le  cas  où  les  fonctions  F,  sont  permutables, 
que  les  coefficients  de  -\>  sont  déterminés  d'une  façon  unique  et 
s'obtiennent  à  partir  des  coefficients  de  o  par  des  additions  et  des 
multiplications. 

Le  développement  (b,)  ainsi  obtenu  fournira  dans  (d)  la  solution 
de  l'équation  («,)  s'il  est  régulier.  Mais  il  l'est  effectivement  :  rem- 
plaçons en  effet  l'équation  (a,  )  par  l'équation  du  même  type 

F  =  ç,[F1,  F, F,,  F], 

s,  étant  la  série  déduite  de  cp  en  y  remplaçant  les  coefficients  par 
leurs  modules.  Elle  admet,  d'après  ce  qui  précède,  une  solution 
formelle 

(b[)  PrxlfJ, F,], 

les  coefficients  de  y  étant,  d'après  une  remarque  précédente,  positifs 
et  supérieurs  aux  modules  des  coefficients  correspondants  de  }  :  la 
régularité  de  <\i  sera  donc  entraînée  par  celle  de  y . 

Mais  y  ayant  ses  coefficients  positifs,  il  suffit  de  prouver  la  conver- 
gence, autour  de  l'origine,  de  la  série 

x(-i?  z*->  •  •  •  ■  z" i 

obtenue  en  y  remplaçant  P„  F,,  ...,  V„  par  des  variables  permutables 
2  3,  ...,  zn  et  en  groupant  les  termes  semblables,  (l'est  immédiat, 
car  en  faisant  la  même  substitution  dans  l'équation  (>i\)  on  obtient 
l'équation  implicite  ordinaire 

Z  =  Opi  (S,,    3j,    ....    S„,    S) 

qui  ne  cesse  pas  d'être  satisfaite  par  le  développe iik ni  x(sn  sai  •■  ■>-«)■ 
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Ce  développement  est  donc  convergent  d'après  le  théorème  ordinaire 
sur  les  fonctions  implicites.  Je  renvoie  à  ma  Note  déjà  citée  pour  la 
démonstration  de  l'unicité  de  la  solution. 

Sans  qu'il  soit  besoin  d'insister,  il  est  clair  qu'on  pourrait  étendre 
aux  fonctions  non  permutables  les  considérations  du  n°  6. 


III.  --  Quelques  résultats  sur  l'équation  de  Volterra 
de  première  espèce. 

10.  Nous  avons,  dans  le  numéro  précédent,  traité  des  équations 
très  générales,  mais  qui  ne  sont  pas,  à  beaucoup  près,  les  plus  géné- 
rales qu'on  puisse  former  à  partir  d'une  fonction  inconnue  par  des 
compositions.  La  plus  simple  des  équations  résolues  par  les  considé- 
rations précédentes  est  celle  de  Volterra  de  deuxième  espèce 

F(x,  y)  +  f   Ft(x,  l)V{\,y)d\  =  4>(.r,  y), 

dont  la  théorie  est  d'ailleurs  classique. 

L'équation  de  Volterra  de  première  espèce,  que  nous  écrirons 

(.)  f\(^i)A^y)^  =  F{x,y), 

[f(x,y)  et  F(x,y)  étant  des  fonctions  connues,  cp(a;,j)une  inconnue] 
ne  rentre  pas,  au  contraire,  dans  le  type  précédent.  Nous  allons 
rappeler  brièvement  les  résultats  classiques  relatifs  à  cette  équation, 
puis  démontrer  à  son  sujet  quelques  nouveaux  résultats  dont  nous 
nous  servirons  par  la  suite. 

Remarquons  d'abord  que,  dans  la  théorie  qu'on  fait  d'ordinaire  de 
cette  équation  (i),  on  considère  la  limite  inférieure  d'intégration  x 
comme  fixe,  y  étant  seule  variable.  Nous  aurons  avantage,  pour  notre 
théorie,  à  considérer  à  la  fois  x  ely  comme  variables. 

11.  Soit  donc  l'équation 

(0  /"%(*,*)/«.  j)  «Ç  =  F(*.r>. 
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f(x,y)  et  F(x,y)  étant  finies  et  continues  dans  le  domaine  (d) 

a  SxSyS  b. 

Recherchons  les  solutions  zi(x,y)  finies  et  continues  dans  le  même 
domaine. 

Il  est  un  cas  où  cette  recherche  n'offre  aucune  difficulté,  car  l'équa- 
tion (i)  se  ramène  à  une  équation  de  deuxième  espèce  :  c'est  celui  où 
la  fonction  /'(.r,  y)  (noyau)  est,  suivant  une  dénomination  de  M.  Vol- 
terra,  d'un  ordre  déterminé  dans  le  domaine  (d),  c'est-à-dire  où  les 
premières  dérivées  du  noyau  cjui  ne  sont  pas  identiquement  nulles 
pour  x  =  y  sont  constamment  différentes  de  zéro  pour  x  =  v. 

Pour  plus  de  précision,  imaginons  que  les  dérivées 

~d"f(jr,y)~ 
dxsdyp~s  \y=x 

soient  nulles  pour  /)<«-i;ona  alors 


d"-\f{.i\y) 
àr"-1 


Q'-if(j.\y) 
dy"-2dx 


■(-')" 


<)"-\f(.r.y) 


dy"-' 


Si  la  valeur  de  ces  rapports  est  une  fonction  ?.(./•)  continue  et  diffé- 
rcnte  de  zéro  pour  a'Sx'Sb,  nous  dirons  /(■'', y)  d'ordre  n  dans  le 
domaine  {d)  ('). 

Ceci  posé,  on  peut  prouver  que  : 

Si  la  fonction  f  (a;,  y)  est  d'ordre  n  et  admet,  ainsi  que  F(x,y), 
des  dérivées  partielles  d'ordre  //;  si,  de  plus  (  condition  nécessaire), 

(')  On  voit  que,  lorsque/  tend  verso:,  la  fonction  d'ordre  n  -\-  i  sera  infini- 
ment petite  comme  ( y  —  x)",  la  partie  principale  de  cet  infiniment  petit  étant 

(y  —  ./■)" 
in  s  te  ni  eut  — ; tx!x). 

Voici  deux  remarques  qu'il  est  bon  d'avoir  à  l'esprit  en  lisant  ce  travail  : 

i"  Quand  on  compose  deux  fonctions  d'ordre  déterminé,  leurs  ordres 
s'ajoutent; 

2°  Dans  les  mêmes  conditions,  les  coefficients  <x(x)  se  multiplient. 

Si  l'on  avait  pris  pour  noter  l'ordre  de  la  fonction  précédemment  envisagée  // 
et  non  n  ,  i ,  cequi  pouvait  paraître  pins  naturel,  l'énoncé  précédent  i"  perdrait 
d.-  sa  simplicité. 

Journ.  de  Math    (-•  série),  tome  1.  —  Kasc.  I • 
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toutes  les  dérivées  de  la  fonction  ¥  jusqu'à  V ordre  (//  —  i)  inclus 
sont  identiquement  nulles  pour  y  =  x,  l'équation  (i)  est  équivalente 
à  une  équation  de  Vollerra  de  deuxième  espèce  ayant,  d'après  ce  qui 
précède,  une  seule  solution  finie  et  continue  dans  le  domaine  (d). 

En  effet,  en  dérivant  (i)  //  fois  par  rapport  à  y,  on  obtient  l'équa- 
tion 


,    ,    .       Cy    .      ,,()"fa.r),..      d"F(.r,y) 


<p(x 


complètement  équivalente  à  (1),  grâce  aux   conditions  que  remplit 
F(x,y). 

D'où 

6>"/(g.  Y)  à"F(.r,y) 

f3  à  y"         ,  dy" 

c'est  l'équation  de  deuxième  espèce  annoncée  ayant,  grâce  à  l'hypo- 
thèse que  o>.(y)  ne  s'annule  pas,  un  noyau  et  un  second  membre  finis 
dans  (d)  (').  Remarquons  enfin  que  si  le  noyau  f(x,y)  et  le  second 
membre  F(x,y)  sont  permutables,  la  solution  <p(a?,jy)  est  permutable 
avec  l'un  et  avec  l'autre.  Je  renvoie  pour  ce  dernier  point  aux  Fonc- 
tions de  lignes  de  M.  Volterra,  p.  1 65 . 
Si  au  contraire 


s'annule  en  un  point  x0(a^x0îb),  et  si  l'on  mène  par  lepointy  =  a;  =  a;9 
les  parallèles  aux  axes  EX„  et  G\0  (Jîg.  2),  la  méthode  précédente 
s'appliquera  seulement  à  l'intérieur  des  deux  triangles  AX0G  et\0BE 

(')   La  solution  de  cette  équation  s'écrira,  d'après  les  résultats  précédents,  en 
posant 

ù" /(■■/■•,  y)  ânF(x,  y) 

.    .  .  t)v"  .   .  dy" 


sous  forme  de  la  série 

!.(.<•.  y)  +  LKi.ci  )    1-  LKl(a?,  y)  -K  .  .-+-  L  K"(x,  y)  ■+-. 
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et  y  donnera  o(.r,  y)  finie  el  continue.  Nous  allons  nous  préoccuper 
d'étudier  o(x,y)  au  voisinage  du  point  X0. 

C'est  un  problème  tout  différent  de  celui  qui  fut  traité  par  M.  Vol- 


terra,  puis  par  M.  Lalesco  (Thèse)  :  faisant  dans  l'équation  a.-— a'0,  ils 
recherchaient  les  solutions  o(x0,  y)  finies  et  continues  sur  la 
droite  X„  E  de  la  figure.  La  méthode  si  originale  de  M.  Lalesco  ne 
s'applique  pas  au  problème  que  nous  avons  en  vue. 

Je  me  limiterai  dans  l'étude  suivante  aux  fonctions  analytiques  et 
aux  variables  complexes. 

12.  J'aurai  souvent,  par  la  suite,  à  envisager  des  fonctions  ana- 
lytiques de  deux  variables  complexes  x  et  y.  Je  représenterai  toujours 


Fig.  3. 

ces  variables  par  deux  points  marqués  sur  un  même  plan  complexe 
(qui  pourra  être  dans  certains  cas  une  surface  de  lîicmann). 

Soient  deux  fonctions  F,  (x,y),  V.A.x,  y)  holomorphcs  quand  x  et  j 
sont  tout  deux  intérieurs  à  un  même  domaine  simplement  connexe  cD 
du  plan  complexe  (fig.  3)  ou  d'une  surface  de  Uicmann;   leur  corn- 


20  JOSEPH    PERES. 

position 

Fi(*,É)F,(£,jOrfS 


.( 


a  un  sens  parfaitement  clair  (l'intégrale  est  calculée  sur  une  courbe, 
d'ailleurs  quelconque,  allant  de  x  en  y  sans  quitter  (D)  et  conduit  à  une 

¥  ¥ 

fonction  F,  F,(a?,  y),  analytique  elle  aussi  quand  x  et  y  sont  situés 
dans  (B.  La  définition  de  la  permutabilité  et  tous  les  résultats  précé- 
dents s'étendent  de  même  aux  variables  complexes. 
Si  nous  considérons  par  exemple  l'équation 


_£%(*.« 


(0  /     ?(*.  Ç)/(É,7)rfÇ  =  F(*,jO, 

/'et  Fêlant  des  fonctions  bolomorpbes  quand  X  et  y  sont  intérieurs 
à  (D;  si  la  fonction  /"est  d'ordre  n  dans  co,  c'est-à-dire  si  l'on  a 


— i-i  —  o         /)<//  — 


i)  et 


/(«,   '•) 


^1.-1 


se  (a:), 


a(j;)  n'étant  jamais  nulle  quand  ,r  est  dans  c©;  si  enfin  toutes  les 
dérivées  de  la  fonction  F(x,y)  jusqu'à  l'ordre  (/*  —  i)  inclus  sont 
identiquement  nulles  pour  x  =  y  : 

L'équation  (i),  équivalente  à  l'équation 


(2)  o(,,\  y)  y.(y)  -+-  j     <»(.<•,  \) 


Oy"  Oy" 


admettra  une   solution   unique,    fonction  holomorphe   de  x   et  y, 
lorsque  ces  variables  sont  contenues  dans  (0. 

13.  Etudions  enfin,  comme  nous  l'avons  annoncé,  le  cas  où  ot-(y) 
s'annule  en  certains  points  (forcément  isolés  )  du  domaine  tD  et  où  par 
conséquent  le  noyau  n'est  d'aucun  ordre  déterminé  dans  ce.  Soient  a, 
b,  c,  ...  ces  différents  points. 

Soit  un  chemin  allant  d'un  point ./:  à  un  point  y  du  domaine  to  sans 
rencontrer  aucun  des  points  c/,  h,  c,  ...   (//g",  -1);  d'après  le  résultat 
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précédent,  l'équation  (i)  admet  une  seule  solution  holomorphe  dans 
le  domaine  ©'  constitué  par  une  bande  entourant  ce  chemin.  La 
solution  ®(x,y)  de  l'équation  (i)  est  donc  holomorphe  toutes  les  fois 
que  x  et  y  sont  tous  deux  différents  des  a,  b,  c,  ...  ;  c'est  de  plus  une 
fonction  non  seulement  des  points  x  et  y,  mais  encore  du  chemin 
d'intégration  [figurantdans l'équation  (i)ou  dans  l'équation (2)]  allant 
de  x  à  y;  cette  fonction  prend  pourtant  la  même  valeur  pour  deux 


Fis 


chemins  qui  peuvent  se  déduire  l'un  de  l'autre  par  déformation  san 
rencontrer  aucun  des  points  a,  b,  c,  . . .. 

Ainsi  la  fonction  o(x,y)  ne  dépend  du  chemin  adopté  pour  aller 
de  x  en  y  que  par  le  nombre  des  tours  que  ce  chemin  effectue  autour 
de  a,  b,  c  et  par  l'ordre  dans  lequel  il  effectue  ces  tours. 

On  pourra  construire  aisément,  en  considérant  une  infinité  de 
domaines  cD  munis  de  coupures  (lignes  pointillées  de  la  figure  4)  et  en 
réunissant  les  bords  de  ces  coupures  de  façon  convenable,  une  surface 
de  Riemann  simplement  connexe  A  telle  que  <t>(x,y)  soit  une  fonction 
univoque  des  deux  points  x  et  y  de  cette  surface  de  Riemann  (  '  ).  Cette 
surface  de  Riemann  aura  trois  infinités  de  points  de  ramification 
d'ordre  infini  respectivement  projetés  en  a,  b,  c. 

Notre  solution  y(x,y)  sera  holomorphe  toutes  les  fois  que  ni  x  m  y 


(')  Le  chemin  d'intégration  sur  lequel  il  faut  opérer  pour  obtenir  o(.r,  \  ) 
étant  précisément  un  chemin,  d'ailleurs  quelconque,  allant  de  a:  en  y  sur  lu 
surface  de  Riemann  A. 

On  pourra  se  borner,  pour  obtenir  toutes  les  valeurs  de  o{x,  y),  à  faire  varier  ,r 
sur  un  feuillet  de  cette  surface  A.  Ceci  implique  des  relations  très  simples  aux- 
quelles s;il  isfail  o  (r,  y  ). 
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ne  coïncideront  avec  un  de  ces  points  de  ramification.  Ces  points  de 
ramification  seront  en  général  de  véritables  points  critiques,  comme  il 
est  facile  de  s'en  assurer  sur  un  exemple. 
Soit  l'équation 


(i 


')       /%(•*'•  ■){{i-bl)t  +  b->.y}di=(,-b)yl  ^  *'  +byr(y-x), 


X  et  b  étant  deux  paramètres;  son  noyau  (i  —  b'k) x -\- b'ky  est  du 
premier  ordre,  sauf  autour  de  l'origine  x  =  y  =  o.  Elle  équivaut  à 
l'équation,  obtenue  en  la  dérivant  par  rapport  à  y, 

(2')  ya(x,y)  +  }.(     b  <p(a>,  £,)  d£=y  ■+■  b(y  —  x). 

On  en  déduit  aisément  tp(x,y),  car,  en  dérivant  une  fois  de  plus,  on 
a  une  équation  différentielle  ordinaire. 
Il  vient 

1-+-6  (1  —  \)b  (.r\l+lh 

o(x,  y)  — 


>.  b  1  -t-  1  b    \y 

Ainsi  cette  fonction  admet  bien  en  général,  comme  point  critique 
par  rapport  à  x  et  à.  y,  l'origine.  Ce  ne  sera  plus  le  cas  pour  certaines 
valeurs  de  A,  par  exemple  X  =  1  :  on  trouve  alors 

c'est-à-dire  une  solution  holomorpbe  autour  de  x  =  o,y=  o. 

On  ne  se  serait  pas  aperçu  de  cette  holomorphie  si  l'on  avait  résolu 
l'équation  (2')  par  la  métbode  générale  indiquée  précédemment  :  on 
aurait  en  effet  obtenu  o(x,y)  par  une  série,  celle-là  même  que  l'on 
obtient  en  le  développant  par  rapport  aux  puissances  de  X,  série 
n'ayant  pas  pour  termes  des  fonctions  de  x  et  de  y  holomorphes 
autour  de  l'origine. 

II.  Il  peut  donc  arriver,  nous  venons  d'en  donner  un  exemple,  que 
l'un  des  points  de  ramification  a,  />,  c,  ...  ne  soit  point  singulier 
qu'en  apparence  et  que  l'on  puisse,  dans  la  surface  de  Kicmann  A, 
supprimer  les  ramifications  autour  de  ce  point.  C'est  ce  cas  que  nous 
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allons  apprendre  à  caractériser.  La  méthode  de  résolution  précédem- 
ment donnée  pour  l'équation  (i)  ne  peut  nous  être  d'aucun  secours, 
puisque  (et  nous  en  avons  vu  un  exemple)  les  singularités  des  différents 
termes  de  la  série  qui  définit  o(x,  y)  peuvent  n'avoir  aucun  rapport 
avec  les  singularités  de  f(x,  y). 

Pour  que  l'un  des  points  de  ramification,  a  par  exemple,  disparaisse, 
il  est  évidemment  nécessaire  que  la  fonction  o(x,y)  soit  holo- 
morphe  lorsque  x  et  y  sont  voisins  de  a  et  que  l'on  va  de  l'un  à  l'autre 
par  un  chemin  restant  au  voisinage  de  a. 

Cette  condition  sera,  comme  nous  le  verrons,  assez  facile  à  trans- 
former. Prouvons  auparavant  qu'elle  est  suffisante.  Montrons  donc 
que,  sous  cette  condition,  la  fonction  y(x,y),  que  nous  savions  déjà 
holomorphe  autour  de  x0,  y0  points  quelconques  de  A  ne  coïncidant 
pas   avec  un  point   de   ramification,   est  aussi  holomorphe  autour 


bis. 


de  xtny0,  quand  x0,  o\iy0,  ou  .r„  et /„  coïncident  avec  l'un  quelconque 
des  points  de  ramification  projetés  en  a. 

Supposons  en  effet  vérifiée  la  condition  précédente;  soit  C  un  petit 
cercle  tracé  autour  du  point  a  sur  un  des  feuillets  de  la  surface  de 
Hiemaiiii  A,  on  a 
(3)  ,(,,,)_  ^jf^£dÇ  =  o 

lorsque  x  est  intérieur  à  ce  cercle  (  '  )  et  que  y  est  assez  voisin  de  a,  le 
chemin  utilisé  pour  aller  de  x  en  ^restant  aussi  très  voisin  de  a.  Mais 
l'expression  (3)  est,  au  moins  quand  x  diffère  de  a,  fonction  analy- 
tique dey  dans  A.  Elle  est  donc  identiquement  nulle  sur  A.  Prenons 

(')  Nous  entendons  |>ar  intérieur  un  point  projeté  à  l'intérieur  de  <  •,  et  situé 
sur  le  mémo  feuillet  de  la  surface  de  FUemann  X 
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alors  un  point  y„  quelconque  (')  de  A  et  traçons  autour  de  lui  un  petit 
cercle  T;  on  a 


27ij./„  n  —  y 


y  étant  un  point  intérieur  (2)  à  T.  D'où,  grâce  à  l'égalité  (3), 

a  (g,  n)dldn 


)(u— /) 


qui  prouve  l'holomorphie  de  o(x,y)  autour  de  a;  =  a,y=y0. 
En  échangeant  le  rôle  de  aj  et  de  v  et  en  envisageant 


(4) 


I         rtp(j7,   Y))     , 


on  prouvera  de  même  l'holomorphie  autour  de  x0,  a. 

Reste  enfin  à  prouver  la  même  propriété  autour  d'un  point  x  =  a, 
y  =  a.  Pour  qu'il  y  ait  lieu  à  démonstration,  il  faut  que  le  chemin  qui 
va  de  x  voisin  de  a  à  y  voisin  de  a  ne  reste  pas  constamment  voisin 


Pig.    i  ter. 


de  «,  niais  entoure  les  autres  points  de  ramification;  tourne  par 
exemple  autour  de  b.  On  a  toujours  l'équation  (3),  et  comme  ;  est 
toujours  différent  de  a,  on  a  aussi 


•  -  27wJ     -n—y 


1  )   Qui  ne  soil  pas  un  poinl  a,  b,  c 

('-)  Sur  le  même  feuillet  fie  à. 

(  ;i   C|  étant  un  cercle  analogue  a  C.  mais  tracé  sur  un  feuillet  différent. 
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d'où,  comme  plus  haut, 

,  ,  i       Ç  Ç     os  (c,  1) )  dl  ,lr, 


■  x){r\—y) 


La  condition  nécessaire,  précédemment  posée,  est  suffisante. 
Si  cette  condition  est  vérifiée  par  le  point  h,  on  pourrait  supprimer 
aussi  les  ramifications  autour  de  h,  etc.  Reste  à  faire  l'étude  de  cette 
condition. 

15.   Soit  donc  l'équation 

(')  /      f(u:.c)/(c.y)ctç=V(.c.y), 

f(xiy)  et  F(x,y)  étant  analytiques  autour  du  pointa,  que  nous 
prendrons  comme  origine  pour  simplifier.  Il  faut  chercher  quand  cette 
équation  admet  une  solution  o(a;,  y)  analytique  autour  de  l'origine 
(le  chemin  d'intégration  étant,  pour  fixer  les  idées,  la  droite  qui 
joint  x  à  y). 

Nous  chercherons  d'abord,  sans  nous  préoccuper  de  sa  convergence, 
un  développement 


0  0 


vérifiant  formellement  l'équation  (i).  Un  développement  delà  forme 
précédente  peut  toujours  s'écrire,  et  d'une  façon  unique, 


(ti) 


^■™  Il  "  • 


les  fn)(x)  étant  des  séries  des  puissances  de  ./-définies  par  les  équations 
symboliques 

Quand  on  y  remplace  f(x,y)  par  la  série  (6),  le  premier  membre 


(')  lu  inversement  d'ailleurs.  Il  y  a  idenlilé  formelle  complète  entre  les  déve- 
ippements  (5)  el  (6). 

Journ.  </c  M,ith.  {-■  série),  tome  l.       Fasc.  I.  ig:5.  4 
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de  l'équation  (G)  devient  (comme  le  second)  une  série  des  puissances 
de  x  et  dey;  ces  deux  séries  doivent  être  identiques  :  il  suffira  pour 
exprimer  ce  fait  d'écrire  que  leurs  dérivées  par  rapport  à  y  sont  toutes 
nulles  pour  y  =  x. 
En  posant 

on  peut  donc  remplacer  l'équation  (i)  par  le  système  (') 


p 


dl- 


(•')  2,2sc^(î,(a;)5i^/f/,_0(a:>-Ft''+1)(;c)     (/j=o' ',2 x): 

0  0 

si  nous  admettons  que  la  première  fonction  /'"  {x)  non  nulle  soit  la 
fonction /"'(a?)  (2),  forcément  la  première  fonction  ¥[n)(x)  non  iden- 
tiquement nulle  correspond  à  n^a-h  i  (cf.  le  n°  11,  p.  18).  Nous 
supposerons  par  exemple  qu'elle  corresponde  à 

/;  =  a  -+-  b  -t-  i , 
h  entier  positif  ou  nul. 

Alors  les  équations  (V)  donnent 

oi0)(.r)  =  o<»(.r)  =  .  .  .=  q>  *-"(a:) 
et  elles  déterminent  univoquement  les  o"  (a;)  successifs  sous  la  forme 


(i")  tt>b+V-(a;)  = 


'cs  'A'/, Mj.(  F,/,)  étant  des  polynômes,  faciles  à  former,   d'un  certain 
nombre  des  quantités  K1"1  etf;"}  etdc  leurs  dérivées* 

Les   "J"'{.i ■)  sniit  ainsi  déterminés,  et  ici  deux  cas  se  présentent  : 

i  "  f(x,  y)  est,  autour  de  l'origine,  d'un  ordre  déterminé.  C'est  le 

(  '  )  Cliacùnë  des  équation^  de  ce  système  esl  obtenue,  comme  nous  l'avonsdit, 
en  dérivant  />  -i  i  foi-  l'équalion  (i)  par  rapport  ;i  y,  puis  en  \  faisant  y  =  x. 
Les  '  '.)  sonl  les  coefficients  du  binôme. 

(2)  Nous  l'avons  nommée  précédemment  y'"    ''(«b)  ou  a(.r). 
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cas  où  la  série  des  puissances  de  x  qui  exprime 

commence  par  un  terme  constant;  l'ordre  de  f(x,y)  est  forcément 
a-f-i.  Les  o(6+|il(x')  obtenus  précédemment  sont  des  séries  entières 
en  x.  Il  y  a  donc  une  série  et  une  seule 

1  ( y  -  x)»  y      \    '  =  12.cpqxPyi 

vérifiant  l'équation  (i).  Cette  série  converge  autour  de  l'origine  et 
représente  la  solution  holomorphe  de  l'équation  (i),  solution  que 
nous  avons  déjà  montrée  exister  et  être  unique. 

20  f(x,y)  n'est  pas,  autour  de  l'origine,  d'un  ordre  déterminé. 
C'est  le  cas  que  nous  sommes  en  train  d'étudier. /'"'(.f)  n'a  pas  alors 
de  terme  constant  et  les  o'b+^  (x)  donnés  par  les  formules  précédentes 
ne  sont  pas  des  séries  entières  de  (x),  mais  ont  en  général  un  certain 
nombre  de  termes  de  degré  négatif  en  x.  Il  n'y  a  pas,  en  général,  de 
développement  du  type  cherché 

(7)  v(v_^ri_^d  =  vvtV/^r, 

vérifiant  formellement  l'équation  (1).  Il  n'y  a  pas,  a  fortiori,  de 
solution  holomorphe  de  l'équation  (  i  ). 

Les  cas  particuliers  où  il  existe,  autour  de  x  =o,  y  =  o,  une  solu- 
tion holomorphe  de  l'équation  (i),  devront  d'abord  être  tels  qu'il 
existe  un  développement  de  type  (7)  vérifiant  formellement  l'équa- 
tion (1).  C'est  facile  à  reconnaître,  au  moins  théoriquement  :  il 
suffit  de  vérifier  que,  dans  les  formules  (1")  donnant  les  ?(B,(#),  se 
produisent  des  réductions  telles  que  les  termes  de  degré  négatif  en  x 
disparaissent. 

Nous  allons  compléter  ce  résultat  par  le  suivant,  qui  permet  de 
répondre  entièrement  au  problème  posé  au  début  de  ce  numéro: 

S'ilexiste  un  développement  tel  que  (  7  )  vérifiant  formellement 
l'équation  I  1  ),  ce  développement  converge  et  représente  une 
fonction  de  x  et  de  y  solution  de  l'équation  (  1). 
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Soit  en  effet 


(7) 


2<: 


.„?""(*) 


ce  développement.  Les  ç1"1  (a?)  sont,  d'après  les  formules  (i"),  des 
fonctions  de  x  holomorphes  dans  un  certain  cercle  C  de  rayon  R 
tracé  autour  de  l'origine  (fig.  5).   De  plus,  l'origine  étant  un  zéro 


isolé  de/"'  (x),  dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque  t»  d'une  cir- 
conférence C  d'un  rayon  R'<  R,  on  se  trouve  dans  le  cas  i°  :  la  série 
(7)  converge  et  représente  une  fonction  analytique  o  (x,  y)  quand 
x  ely  sont  contenus  dans  un  petit  cercle  y  de  rayon  r  et  de  centre  w. 
Si  M  est  le  maximum  fini  de  |<p  (x,y)\  dans  tous  ces  petits  cercles, 
la  série 

2  y_u )»3 — Y-L 

est  majorée  par 

M 


1  — 


c'est-à-dire  que 


pour  toul  cercle  y. 

Sur  la  circonférence  ( .'  mi  a  dom 
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ca!"'(.r)  . 

et,  dans  O,  la  fonction  analytique j —  est  donc  majorée  par 

M        i 


et  la  série  double 

est  majorée  par  la  série 

(y  -+-  ,r')"  M  _  M 


2 


"F        V-W 


¥) 


qui  est  bien  convergente  si  x  ely  sont  assez  petits. 

Ainsi,  pour  reconnaître  si  l'équation  (i)  admet  dans  le  domaine 
x=o,  y  =  o,  une  solution  analytique,  il  suffira  de  vérifier,  comme 
nous  l'avons  dit,  qu'elle  est  satisfaite  par  une  série  de  forme  (7). 
Cette  vérification  nécessite  en  général,  il  fallait  bien  s'y  attendre,  une 
infinité  dénombrable  de  calculs.  Nous  trouverons,  ce  sera  justement 
une  application  de  la  théorie  des  fonctions  permutables,  des  cas  dans 
lesquels  on  pourra  affirmer  a  priori  l'existence  de  telles  solutions  (  '  ). 

I(>.  L'étude  des  fonctions  permutables  nous  conduira  à  envisager 
une  équation,  elle  aussi  formée  à  partir  de  la  fonction  inconnue  et  des 
fonctions  connues  par  des  additions  et  des  compositions,  et  qui  pour- 
tant n'est  pas  du  type  simple  traité  aux  paragraphes  I  et  II. 

Le  problème  fondamental  de  cette  théorie  est  en  effet  le  suivant  : 
Trouver  les  fondions  <p  (x,  y)  permutables  avec  une  fonction  donnée 
/(■'',/)■  Il  conduit  à  résoudre  l'équation 

(A)  f  f{x,l)9a,y)dl=f    p(*,S)/(Ç,j  )di, 

par  rapport  à  l'inconnue  <p  (a?, y).  Il  faudra  ensuite  étudier  les  pro- 
priétés des  solutions  ç  (\r,  y\. 

(')  Cf.  Chapitre  IV,  n"  10,  p.  81. 
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L'équation  (1)  du  paragraphe  III  est  plus  simple  que  l'équation  (A); 
sa  théorie  était  nécessaire  pour  faire  celle  de  l'équation  (A).  Mais 
nous  verrons  inversement  que  de  la  théorie  de  l'équation  (A)  on  peut 
tirer  des  conséquences  intéressantes  relatives  à  certaines  équations  (  i) 
(cf.  fin  du  n°  lii).  Enfin  entre  les  équations  (  i  )  et  (A)  nous  verrons 
se  développer  certaines  différences  qui,  convenablement  interprétées, 
conduisent  à  classer  (')  les  équations  qui,  dans  cette  théorie,  jouent  le 
rôle  des  équations  algébriques,  c'est-à-dire  les  équations  formées  à 
partir  delà  fonction  inconnue  et  des  fonctions  connues  par  additions 
et  compositions. 


CHAPITRE  II. 

LES    FONCTIONS    PERMUTABLES    AVEC    UNE    FONCTION    D'ORDRE    DONNE 
LEUR    RECHERCHE    PAR    LA    MÉTHODE    DE    M.    VOLTERIIA. 


I.  —  Les  fonctions  permutables  avec  une  fonction  du  premier  ordre. 

1.  Le  problème  fondamental  de  la  théorie  des  fonctions  permutables 
est  celui  que  nous  avons  déjà  posé  au  Chapitre  précédent  (n°   1(>)  : 

Trouver  toutes  les  fonctions  cp  (x,  y)  permutables  avec  une  fonc- 
tion donnée f  (x,  y). 

Ce  problème  a  été  résolu  par  M.  Volterra  quand  la  fonction  donnée 
est  d'ordre  i  (2)  et  d'ordre  2  (').  Notre  but,  dans  ce  Chapitre,  sera 
d'étendre  sa  méthode  a  une  fonction  donnée  d'ordre  n.  Mais,  aupara- 
vant, nous  exposerons  la  démonstration  donnée  par  M.  Volterra 
pour  n  =  1 . 

2.  Soit   donc  f(x,y)  'une  fonction  finie  et  continue  (4)  dans  un 


(')  Cf.  Chapitre  IV,  Conclusion. 

(  -  j  Sopra  le  funzioni permutabili  (  Rend.  <lei  Lincei,  17  avril  kjio). 

(3)  Contributo  allô  studio  délie  funzioni  permutabili  (Rend,  dei  Lincei, 
1"  se stre  191 1,  p.  296). 

(4)  Nous  aurons  à  faire  plus  tard  quelques  hypothèses  sur  ses  dérivées, 
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domaine  du  plan  des  (as,  y) 

oSx'lySa, 

et  du  premier  ordre,  c'est-à-dire  telle  que 

f(x,x)$,o         pour         oSxSa. 

Recherchons  les  fonctions  permutables  avec  elle,  finies  et  continues 
dans  le  même  domaine. 

Le  problème  posé  revient  à  la  résolution  de  l'équation 


(A) 


f  A*,  i)  ?(S. y)d\  =  f  ?<*,  !)/(&  y)  di. 


3.  M.  Volterra  simplifie  sa  résolution  par  deux  transformations, 
qui  ne  sont  d'ailleurs  pas  essentielles,  et  qui  permettent  de  ramener  le 
problème  au  cas  où 


àx       Ja=y  L       dy        ].,: 


—  O. 


Faisons  le  changement  de  variable 
(2)  x  =  g(a>i),  y  =  g(y,),  £  =  #(£1), 

la  dérivée  g'  (xt)  étant  toujours  positive,  de  sorte  que  ces  relations 
soient  inversables.  L'équation  (A)  devient 

(A')     /    ,Axuti)?(Suyi)g'(li)dti=f    V( ■'■- ■-'.)/( îi. ^.)A''(;i)''-:i- 

en  désignant  par  la  notation  f(-v,,  £,)  ce  que  devient  f(x,  y)  quand 
on  y  fait  le  changement  de  variables  (2).  En  posant 

/,(.»-,.  ;,)=±/(tf„t,)vV(*i)ér'U,), 

L'équation  (A'  )  devient 

,>i  ,..1, 

(A,")  /       /,(•'■,.;,)  -Mil..'  1  Mil  =  /        V  i  '  ■  '  "  1  -  -'1  I./'iU'i-.i',  W/;,. 
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Le   problème  posé  est  ainsi  ramené  à  la  détermination  des  fonc- 
tions permutables  avec/,  (x,,yt  ).  Mais  on  peut  réaliser 


il  suflît  de  prendre 
c'est-à-dire 


/,(.»-!.. r,)  =  i  ; 

l=±f(x,x)g'(xi), 


-ff&.l 


r)  dx, 


relation  qui  est  bien  inversable  d'après  l'hypothèse  précédente  :  la 
fonction  f  (  x,  y)  est  du  premier  ordre. 
La  transformation 

a(xi) 


«(V,)' 


la  fonction  x  (x,)  étant  toujours  différente  de  zéro,  laisse  aussi  inva- 
riante l'équation  (A").  Tout  revient  finalement  à  trouver  les  fonctions 
permutables  a\ec/2(x,  y,);  or  on  a 

/o(./'1,.f,)   =   l, 

et  l'on  peut  disposer  de  l'arbitraire  a  (',)  de  façon  que 


\àft{xuyx) 
L        dxi 

Il  suffit  de  prendre 


à  A  (•'■!•.  r.) 


3c(.r,)  =  e 


■/Fm 


t.  Plaçons-nous  donc  dans  le  cas  où  la  fonction  /(x,  y)  vérifie  les 
conditions 

i  f(x,  x)  =  i, 

(0  '<)/(*,  y  )~\  1  d/(x,y)l       =q 

'  dx         J,      ,  [_        fl*         Jy=>- 

Nous  sup[>oserons  de  plus  qaef(x,  y)  admette  des  dérivées  finies 
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et  continues  jusqu'à  l'ordre  3  inclus  (').  L'artifice  de  M.  Volterra 
consiste  alors  à  remplacer  l'inconnue  <p  (x,y)  par  une  inconnue  auxi- 
liaire $  (x,  y)  telle  que 


(A) 


*{*,?)=  f  /(*,$)  <?(t  y)  <%=f  <p(*,£)/(?,yK. 


Pour  éliminer  <p  entre  les  deux  relations  ainsi  obtenues  il  suffit  de 
résoudre,  comme  nous  l'avons  appris  au  Chapitre  I,  deux  équations 
de  Volterra  de  première  espèce;  il  vient 


(3) 


**  x 


d'où,  en  posant 


et 


cp(.r.y)  — - 


,i) 


c*«I>(.r,  r) 


-/*(*,  ç>^U 


Le  résultat  de  l'élimination  est  donc 

S-^n,'(-{'yF-iî$rfi,'«-"]'«-' 


(')  Cette  hypothèse,  qui  est  aussi  indispensable  que  celle  de  l'existence  de- 
premières  dérivées  du  noyau  dans  la  théorie    de  l'équation  de   \nllerra  de  pie 
mière  espèce,  se  conserve  à   travers  les  changements  de  variables  du  numéro 
précédent. 

/OU/71,  de  Math    (-'  série),  tome  I.  —   Fasc.   I,   H|i">.  ' 


34  JOSEPH    PÉRÈS. 

ou,  en  intégrant  par  parties  et  posant 

gui*,  y)  —  -jj.v-^-r'r)-       gu(*,y)-  ^FiC^-.r), 


{A)       dï^dï 


J     [*(*,?)  «-»(Ç,y)  -  g*  (*,  Ê)  *(?,/)]  d?  =  o, 


car  la  seconde  des  relations  (  i  )  entraîne 

F,(x,  x)  =  F2(.r,  ,r)  =  o. 

On  a  de  plus  <I>(x',  ./:)  =  o,  et  il  est  bien  aisé  de  voir  qu'inverse- 
ment, toute  solution  de  l'équation  (A),  vérifiant  cette  condition,  don- 
nera, par  l'une  quelconque  des  formules  (4),  une  des  fonctions  cp  (x,  y) 
cherchées. 

i».  Reste  donc  à  résoudre  l'équation  (A')  sous  la  condition 
$  (x\  ./•)  =  o;  c'est  une  équation  intégro-différentielle  facile  à  réduire 
à  une  équation  intégrale.  Soit  en  effet  l'équation 

en  y  posan  t  u  =  ■ >  v  =  - — - .  elle  devient 

et  elle  admet,  si  A  (x,  y)  a  des  dérivées  premières  (  '  ),  la  solution 

(e')  <\,{œ,y)  =  6(u)-f   ?.(Ç  -W,Ç +  «),/?, 

0  (u)  étant  une  fonction  arbitraire  ayant  une  dérivée  première. 

En  nommant  un  instant  A  (x,y)  l'intégrale  qui  figure  dans  l'éqùa- 


(')  Celte  existence  des  dérivées  premières  est  nécessaire  pour  <]ne  ij/(j-,  y), 
donnée  par  la  formule  (e'),  ait  des  dérivées  premières. 
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tion  (A')  ('),  il  est  alors  immédiat  que  nous  pouvons  remplacer  cette 
équation  (A')  par 

(B)      *(x,y)  =  6{u)-j    <%r      dS[4(Ç-«,S)^ti(5,«-l-«) 

-ff„(Ç-«,£)    *(Ç,Ç  +  «)], 

dont  il  faut  trouver  la  solution  ayant  des  dérivées  premières,  0  («) 
étant  une  fonction  arbitraire  finie,  continue  et  dérivable  dans  l'inter- 
valle o<«<       pour  w  =  c,  c'est-à-dire  pour  x  =  o,  on  doit  avoir  en 

effet  $(#,  y)  =  0  /  —  )  et  telle  que  0  (o)  =  o  [ceci  pour  que  $>(x,  x) 
soit  nul]. 

M.  Yolterra  résout  cette  équation  par  approximations  successives. 
Elle  admet  une  solution  et  une  seule  ( 2  )  donnée  par  la  formule 

(5)  •(*,j')=y  •«(*./) 

0 

avec 

<I)0(.r,_y)  =  0(k). 

(6)      a>n(x,7)=  -f  dçT    rfg[  •„_,(: _b, ç)  ^(ç.ç'  +  a) 

-*'ii(C-b,S)».-i(Ç,Ç  +  o)]  . 

Il  est  essentiel  de  vérifier  que  les  approximations  successives  sont 
bien  définies  dans  le  domaine 

oî-rîyïa, 

dans  lequel  nous  nous  sommes  placés.  Il  suffit  de  vérifier  que 

o  ;  Ç  —  u  £  t  -+-  u  £  a, 
mais  c'est  évident,  car 

S  +-  M  —  ( Ç  —  n)  —  y  —  x  ~1  o 
et 

°     K  —  u     x,  y  —  x  :  Ç  -+-  «     r. 


(')  Cette  fonction  X(.r,  y)  a  bien  des  dérivées  premières,  puisque  <b(x,  y)  en 
a,  et  aussi  glt  et  £•„,  d'après  l'existence  des  dérivées  troisièmes  de/(x,  y). 

(J)  L'unicité  se  démontre  comme  pour  l'équation  de  Vol  terra  ,1e  deuxième 
espèce. 
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La  convergence  de  la  série  (5),  et  par  conséquent  l'existence  de  la 
sériel,  est  alors  immédiate  :  soient  N  une  borne  supérieure  des  modules 
de  gr,  et  de  g3l  dans  le  domaine,  et  M  une  borne supérieuredu  module 
de  <I>0  (a?,  y),  on  constate  que 


<!»„  ( x,  y  )  |  <  a»  MN«  a"  -^ — p 


11  faut  encore  vérifier,  et  c'est  essentiel,  l'existence  des  dérivées 
premières  de  $(a?,  y).  Prenons,  pour  le  faire,  comme  variables  //  et  v. 
Les  différents  termes  de  la  série  (5)  qui  définit  0  (x,  y)  sont  déri- 
vables  puisque  0,  »,,,  g.,{  le  sont.  Comme  on  a 


la  convergence  de  la  série 


—  77' 


et  par  conséquent  l'existence  de  -y- *  résulte  la  convergence  de  la 
série  (5). 

Posons  — -  =  *I>„;  reste  à  prouver  la  convergence  de  la  série  1(1»' . 
du  r  o  u 

Or,  en  dérivant  la  formule  de  récurrence  (6)  par  rapport  à  a  et  en 
remplaçant  les  dérivées  de  $„_,  par  rapport  à  or  et  à  y  qui  s'intro- 
duisent par  des  dérivées  prises  par  rapport  à  //  et  à  r,  en  remplaçant 

enfin  — ~-  par  sa  valeur  en  fonction  de  $>„-■>  obtenue  précédemment, 

on  obtient 

(7)     •;<*,*)=   -l-f  dKJ       «£[*'_,  (C-«,Ç)    tf„tf,C+«) 

-y..(C-«,5)*'-,(S,C  +  «)]+A,    • 

A  désignant  des  termes  formés  à  partir  de  <[>„_,  et  (P„_L.  par  des  inté- 
grations; termes  dont  une  limite  supérieure  du  module  est 


K'(a'Na) 


«-.(r 


\«-l 


(n  — i)! 


-> 
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K.  étant  un  nombre  convenablement  choisi.  On  en  déduit,  en  nommant 
P  une  limite  supérieure  de  <!>',(./;,  y),  que 

I  *>'„<>,  y)  \<  [(n-i)K  +  P]  (2N  «)—  iy{~^]'y> 

d'où  résulte  la  convergence  de  la  série  -<!>'„. 

Nous  avons  ainsi   trouvé   toutes  les    fonctions  permutables  avec 
f  (x,  y)  et  finies  et  continues  dans  le  domaine 

o  Sxlyla. 
Elles  dépendent  d'une  fonction  arbitraire  dérivable 

y  —  .rN 


définie  dans  le  même  domaine  et  telle  que  0  (o)  soit  nul. 

M.  Volterra  les  met  sous  une  forme  qui  montre  clairement  la  façon 
dont  elles  dépendent  de  l'arbitraire  0  ;  il  pose 

-'o 
et  constate  que  (  ') 

«l»..r.  y)  =  /  J/(ï])K(Y]|.r,,y)rfY), 

K  (rj  \x,  y)  étant  une  fonction  définie  pour 

o'Lxzy     a,         o  ..  i\  \  y  —  .r, 
d'ailleurs  solution  de  l'équation  intégrale 

k  (r,  |  x,y)  =  i  -+-  /    rfÇ  f    [  K  (ri  |  Ç  +  «  -  |,  Ç  +  u)  ff„(Z  -u,K+  ff  —  5) 

-,i,'-,2(ç  +  Ç-  «,Ç  +  u)  K(yi|Ç  —  «,Ç-hÇ-  «)]a£; 

en  tirant  alors  la  valeur  de  op  (  a?,  y)  de  la  seconde  des  relations  (4)»  on 
trouve 


(«) 


v  (■''■.>■)     +(/  —  *)  +  /       '/(''<)  Ml  "''!■''•  '  "^ 


(  '  )  Il  met  sous  cette  forme  les  fonctions  <l>„  successives. 
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avec 

K  (ïi  |  .r.  I  +  x)  gli(X  +  x, y )  dl. 

r, 

Grâce  à  cette  formule  (a),  M.  Vessiol  a  démontré  (')  une  propriété 
importante  des  fonctions  permutables:  Toutes  les  fonctions  permu- 
tables avec  la  fonction  f  (x,  y)  sont  permutables  entre  elles.  Nous 
aurons  l'occasion  de  retrouver,  par  une  voie  différente,  cette 
proposition  (2). 

Remarquons  enfin  que  l'on  peut  se  donner,  pour  déterminer  la 
fonction  arbitraire  ty(y—  x),  la  valeur  de  la  fonction  o(x,y)  pourx-  =  o. 
Il  viendra,  en  effet,  pour  déterminer  cette  fonction  arbitraire, 
l'équation,  facile  à  résoudre, 

?(o,y)  =  ij>(j)  -t-  /    'i(rj )  H  (y)  I  o,y)dt]. 

Comme  la  formule  (a)  exprime  toutes  les  fonctions  permutables  avec 
f(x,  y),  il  est  clair  que  ces  fonctions  peuvent  être  caractérisées  par 
leurs  valeurs  en  x  =o.  On  pourra  d'ailleurs  les  mettre  sous  la  forme 

rr-.r 

o(x,y)=zo{o,  y  —  x)  -+■  I  tp(o,  r,  )  L(y]  \x,y)  drh 

L  (/]  \x,  y  )  étant  une  fonction  facile  à  former  à  partir  de  H  (y]  |  x,  y). 


II.  --  Les  fonctions  permutables  avec  une  fonction  d'ordre  //. 

6.  M.  Vol  terra  a  traité  de  même  (')  le  problème  de  la  recherche 
des  fonctions  permutables  avec  une  fonction  du  second  ordre.  La 
méthode  du  paragraphe  précédent  s'étend  sans  modifications  essen- 
tielles :  des  difficultés  se  présentent,  au  contraire,  si  l'on  veut,  comme 
je  vais  le  faire  dans  ce  paragraphe,  passer  au  cas  d'une  fonction 
d'ordre  n  quelconque.  Il  faut,  et  le  lecteur  comprendra  plus  loin  la 

(')   Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  154,  1912,  p.  682, 

(•>)  Chapitre  l\  ,  n"  l(i. 

(3)  Rend,  dei  Lincei,  1"1'  semestre  191  1,  p.  296. 
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raison  de  cette  restriction,  se  limiter  au  cas  où  la  fonction  donnée  est 
analytique  et  où  Ton  recherche  les  fonctions  analytiques  permutables 
avec  elle. 

Soit/"(-£>  y)  une  fonction  donnée,  analytique,  holomorphe  dans  un 
domaine  autour  de  x  =  o,  y  =o,  par  exemple 

(8)  |*|<R,         |y|<R     (■)• 

et  d'ordre  {n  -+- 1  ),  c'est-à-dire  telle  que 

^dyp->\}.=   =°         (P°up/'  =  0.'.a »-') 


et  que 
\Q"fU,yY 


ày"-'  d.r  \y=v~ 


(-0" 


d"f(jr,y)' 

du" 


«(•*). 


oc(#)  ne  s'annulant  pas  dans  et  sur  le  cercle  de  rayon  R.  En  effectuant 
les  deux  transformations  précédentes  (§  I,  n"  3),  nous  pourrons 
toujours  supposer  (en  remplaçant  au  besoin  R  par  un  nombre  plus 
petit)  que 

«(«)  =  !, 

et  que  les  dérivées  (n  -+-  i  )iemcs  de  f(x,  y)  sont  nulles  pour  x  =  y(2). 
Cherchons  à  déterminer  toutes  les  fonctions  zi(x,y)  holomorphes 
dans  le  domaine  (8)  et  permutables  avec  f(&,y)-  Nous  prendrons 
comme  précédemment  l'inconnue  auxiliaire 


4»(x,y) 


■r 


A*,Ç)9(5,/)di 


«=jf 


T(*iÇ)/(Ç.^)^i 


qui  est,  en  même  temps  que  çp( x-,  y),  une  fonction  holomorphe  dans 
le  domaine  (8)  (').  On  a,  d'après  les  conditions  imposées  à  f(x,y), 


,)!'  <|> 


dx*ày> 


(p  =  o,i n) 


(')   Ou  dans  tout  autre  domaine  entourant  un  point  de  la  multiplicité  .<=y. 

(")  C'est  ici  qu'intervient  l'hypothèse  que  /(  x,  y)  est  d'un  ordre  déterminé, 
pour  que  ces  changements  de  variables  soient  réguliers  autour  de  .<•  y  — o. 
Nous  revenons  au  Chapitre  suivant,  n°  1,  sur  ces  changements  de  variables. 

(■')  Cf.  Chapitre  1    n°  12. 
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et 


dx> 


/*■  à"+t  f(v    •'  ) 
(_,)«-.  ?(.r.r)  +  /  ^L       9(^7)^. 


d'où,  en  résolvant  ces  dernières  équations 


(9) 


On  en  conclut  que  <î>(x,  y)  est  une  fonction  holomorphe  dans  (8), 
vérifiant  une  équation  intégro-différentielle  qui  peut  s'écrire 


,)"  +  'il>U-,  J)  ,,)"  +  ' (D(.r,  y) 


rfç  =  o 


[A(a?,y)  et  k(x,y)  étant  des  fonctions  connues  holomorphes  dans 
le  domaine  (8)]  et  vérifiant  aussi  les  conditions 

/      à?®      \ 

(«)  U?*^0,„      (i»  =  o,«,  »,...,«)• 

Inversement  toute  solution  $(./;,  y)  de  l'équation  (a)  sous  les  con- 
ditions (a),  fonction  holomorphe  de  x  et  y  dans  le  domaine  (8), 
conduit,  par  application  de  l'une  quelconque.des  formules  (9),  à  une 
fonction  o(x,y)  répondant  à  la  question  :  la  recherche  des  fonctions 
tp(x,  y)  est  entièrement  équivalente  à  celle  des  fonctions  $(.'•,  y). 

7.  Reste  donc  à  résoudre  l'équation  (a)  sous  les  conditions  (a).  Ici 
commencent  les  difficultés. 

Supposons  d'ahord  m  =  i  (la  fonction  donnée  f(x,  y)  est  du 
deuxième  ordre).  L'équation  (a  )  s'écrit 

<)•*       à<\>        /■■' I  .  .       ,   «;*(--,  y)       <)<l>(->\c)  ....      ,1    ., 
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ou,  par  une  nouvelle  intégration  par  parties, 


-o 


[h'(x,  t)  •  (£,  J)  -4»(-r,  -;)/,'(;.  r)]^  =  o. 


On  peut  alors,  utilisant  une  formule  qui  donne  la  solution  générale 
de  l'équation 

d-<b  rP<i>      , 

c'y2  (Ai-2  v       y  ' 

sous  les  conditions  (a) 

*,         ,  d<t>(x,x) 

<P(x,  x)  =  o, —  o, 

d.v 

transformer  l'équation  (a)  en  une  équation  intégrale  qui  se  résout, 
comme  l'équation  (B)  du  paragraphe  I,  par  approximations 
successives  ('). 

Mais,  si  n  est  plus  grand  que  i,  il  est  impossible  d'amener  l'équa- 
tion (a)  à  ne  plus  contenir,  comme  dérivées  de  $,  que  les  deux  termes 

<?*-"$(*,  y)  sm+xd*+l*(a!,r) 

de  sorte  qu'on  ne  pourra  plus,  par  le  procédé  employé  par  M.  Volterra 
pour  n  =o  et  n  =  i3  remplacer  l'équation  intégro-différenliella  (a) 
par  une  équation  intégrale.  Nous  pouvons  néanmoins  chercher  à 
nous  prévaloir  de  la  solution  de  l'équation 

d"">l>  dn+1<b 

sous  les  conditions  (a)  pour  transformer  cette  équation  |  a  i. 


(')  Pour  le  détail  des  calculs,  c/.  Volterha,  toc.  cit.,  p.  38.  L'hypothèse  de 
l'analylicité  n'est  pas  nécessaire;  il  suffit,  comme  dans  le  cas  de  n  =o,  d'admettre 
l'existence  des  dérivées  de  f(x,  y)  jusqu'à  un  certain  ordre.  Il  faut  aussi  admettre 
l'existence  des  premières  dérivées  des  fonctions  cp(.r,  y)  qu'on  cherche. 

Journ.  de  Math.   (-•  série),  tome  1.   —   Fasc.  I,   Mji  i,  6 


_'|2  JOSEPH    PÉRÈS. 

8.  Ouvrant  une  parenthèse,  nous  allons  donc  résoudre  l'équation 

(«')  ^7TT-(-')'-^Tr->>(.r,r) 

sous  les  conditions  (a) 

C'est  un  problème  aux  limites  du  type  Cauchy  pour  une  équation 
qui  a  des  caractéristiques  imaginaires  (au  moins  dès  que  n  >•  i  ).  Aussi 
sommes-nous  obligés  de  supposer  \{x,  y)  analytique  et  de  nous  limiter 
à  la  recherche  des  solutions  analytiques  de  (a')  ('  ).  C'est  ce  que  nous 
ferons  désormais. 

L'équation  (a)  peut  s'écrire  symboliquement 


^X»-- •=)-(£-- -=)»=l<-»- 


à  à  \  f  d  d  \  (  à  0  \        (  à  à 


mn  m3,  . . .,  m„  étant  les  racines  (n -+- 1  )'èl"ei  de  l'unité  autres  que  l'unité 
changées  de  signe.  Ce  sont  donc  des  nombres  tous  différents  et 
différents  de  —  i.  En  y  faisant  le  changement  de  variable  déjà  utilisé 
au  paragraphe  I, 

y  —  x                   y  -+-  x  , 

(/  = .  c  —  ^ \J'—  "  •+-  **)  *■=«'—  u), 

elle  devient 

à  f  à  0  \  t  à 


i)v\du  dv J  \ôu  av  '       \  au  av ; 

k  étant   un   coefficient  constant  et  a,,  oc2,   ...,  an,  //  nombres  tous 
différents  et  faciles   à  déduire  des  m,,  ///,,   ....  ///„.   11  faut  trouver 


(')  Cette  apparition  d'une  équation  à  caractéristiques  imaginaires  est  la  diffi- 
culté la  plus  grave  que  nous  rencontrions  dans  celte  étude.  Si  n  =  i ,  la  difficulté 
ne  se  présentait  pas  et  c'est  pourquoi  M.  Volterra  a  pu  faire  l'élude  des  fonctions 
permutables  avec  une  fonction  du  second  ordre  ?ans  supposer  celle  fonction 
analytique. 
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une  solution  de  cette  équation,  nulle  pour  u  =o  ainsi  que  ses  dérivées 
jusqu'à  l'ordre  n  (et  il  suffit  évidemment  d'envisager  les  dérivées  par 
rapport  à  u). 

Mais  la  solution  générale  de  l'équation  (//')  est,  si  +  («,  r)  est  une 
solution  particulière, 

4* (m,  v)  ■+■  us0(u)  -+-  rrs,(r  +  c-itt)  ■+-  ro2(i>  -+-  «2")  -+-. .  . -t-ni„(('  -+-  a„")i 

gt0,  gt,,  ...,  rrr„  étant  des  fonctions  analytiques  arbitraires.  Il  est  aisé 
d'en  déduire  qu'il  existe  une  infinité  de  solutions  de  (a"),  nulles  ainsi 
que  leurs  dérivées  d'ordre  (//  -  i  )  inclus,  pour  u  =  o.  Ces  solutions 
ont  la  forme 

i|/,(k,  e)  +m0(u), 

•\>,(u,  v)  étant  l'une  d'elles  et  o0(m)  une  fonction  arbitraire  de  u  nulle, 
ainsi  que  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  (n  —  i)  inclus  pour  w=o. 

Il  est  aisé  de  donner  une  expression  très  simple  de  ty,  ("5  *')  :  soient 
N,  les  nombres  définis  par  la  décomposition  en  éléments  simples 

,    .       ! i     y       n,      . 

k{V  —  a,  V)  (U  —  «„  V) . . .  (U  —  «„  V)       V»-'  A-  U  -  a,  \  ' 

i 

ils  vérifient  les  relations 
Posons 

C  Ç 

M  («,(•)  -       T     rfÇl  /       *X\  ■•■   f  dln  f*(«,  Ë«), 

nous  pouvons  prendre 

n 

+,(«,0=2  N'/    «Ai  M  [to,  •» -+■  *,(«-*))]■ 
C'est  bien  une  solution  de  l'équation  (  a")  car  si  l'on  forme  i-j-  —  a,  —  j 
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de  l'intégrale  coefficient  de  1\-  on  trouve  M(«,  r).  On  a  donc 
d  f  d  ô\       (à  à 


/'i(^-a'^)---(^-a"^)^ 
i 


ou,  en  vertu  de  l'égalité  (10), 


,)" 


=  x^M("<  ")-**(». 


di 


(12) 


D'autre  part,  on  a 

<ty|(",,')     =yN(M(«,0+2Ni-«,-/'  rfYiM'[y),v4-a,(«-ïl)], 
d^lâ{",'  (,)    =M'(«,P)2N,-a,-+2N,«?  f  dt\  M'[ti,  i»+  a,-(«  -  n)], 

*■  0 
ï 

d" "^t"-"' t,)~M'"~3'("'  '')-N'5(r!  +  iN'ar'  /"  Ai  M<—»>[ii,  «»  +  «,(«  — u)], 

=  M<"-"(«.")iN,a;'   '+2N,«;'/     AiM(»i[ti,p  +  o!((H-ii)]( 
ou  J0 

en  posant 

M</"(«,  i>)  =  4— M(m,  r). 
de  sorte  que 

M<"-"(u,  (•)—  f   p.(u/i)d'i,         M<"l(u,  !>)  =  (*(«,  i'). 

"0 

Des  relations  (n)  et  des  premières  relations  (12)  on  déduit  que, 
pour  m  =  o,  les(«  —  1)  dérivées  de  ip,  par  rapport  à  m,  et  par  conséquent 
aussi  toutes  les  dérivées  de  '|,  jusqu'à  l'ordre  (n  —  1),  sont  nulles. 

Mais  nous  désirons  les  solutions  de  l'équation  (a")  nulles,  ainsi  que 
toutes  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  //  inclus.  Il  faul  pour  cela,  d'après 
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la  dernière  des  formules  (12),  que 

M'»-1»  (o,  c)  =  f    p(o,  £)rf|  =  o, 

ce  qui  entraîne 

fi(o,  v)=o. 

Sous  cette  condition  il  y  aura  une  infinité  de  solutions  du  type  cherché, 
de  forme 

n 

c?yiM[yi,  «,  +  «,(«  —  ti)]  +  w(a), 

. 

m(u)  étant  une  fonction  arbitraire  assujettie  seulement  à  être  nulle, 
ainsi  que  ses  n  premières  dérivées,  pour  a  =  o. 

9.  Tous  les  raisonnements  précédents  supposent  les  fonctions,  sur 
lesquelles  on  opère,  analytiques.  Mais  nous  avons  besoin,  avant  de  les 
appliquer  au  problème  des  fonctions  permutables,  de  préciser  un  peu 
les  domaines  d'existence. 

Supposons  que  À(.r,  j)  soitholomorphe  pour 

|*|<R,        |7|<R, 
on  ne  peut  pas  en  conclure  que 

n 

(i4)  2,N'/  *>M[ti,  •»+«,(«  — »i)] 

soit  une  fonction  de  x  et  de  y  holomorpbe  dans  le  même  domaine  : 
pour  s'en  rendre  compte,  il  suffit  de  suivre  les  intégrations  qui  nous 
font  passer  de  X(.r,  y)  à  (1^)  et  de  constater  qu'elles  obligent  à  sortir 
du  domaine  précédent. 

Au  contraire,  si  l'on  suppose  que  ~k(x,y)  soit  holomorpbe  dans  le 
domaine  (coïncidant  avec  le  premier  si  n=  o) 

U|5R,         |/|  =  R,         |«,  +  ai«|  =  R,        |«/«|  =  B     (')        («  =  i,a »), 

(')  Ce  domaine  est,  au  point  de  vue  de  VA nalysis  situs,  tout  à  fait  analogue 
au  domaine  |  ■''  |  K,  |,V  |  R:  si  l'on  représente  les  deux  variables  ./'  el  r  dans  un 
espace  à  quatre  dimensions,  c'est  un  domaine  de  cet  espace,  contenant  l'origine, 
convexe  et  par  conséquent  simplement  connexe. 
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on  peut  affirmer  que  l'expression  (i^)  est  holomorphe  dans  le  même 
domaine.  En  effet  le  domaine  précédent  peut,  en  introduisant  les 
seules  variables  u  et  c,  s'écrire 

(i5)         \u—  f|<R,         |«'  +  «|^R,         |e  +  a,«|<R,         |«,«|<R. 

Quand  on  l'orme  l'intégrale 

/       f*(«,Ç)<*£, 

■A) 

le  couple  de  variables  u,  \  ne  sort  pas  du  domaine  précédent:  \  —  u 
décriten  effetun  segmentde  droite  joignantlesdeuxpoinls  —  u  et  v  —  u 
et,  comme  des  inégalités  (i5)  on  déduit 

|  m  |  <R,         |i»— a|<R, 
on  a  constamment 

l€ —  «|<R; 

des  raisonnements  analogues  permettront  de  prouver  que 

|;-t-«|<R.  |  £  H-  a,  //  |  =  R. 

Ainsi  les  différentes  intégrations  nécessaires  pour  calculer  M(m,  p)  ne 
nous  font  pas  sortir  du  domaine  (i5)  et  M  («,  v)  est  holomorphe  dans 
ce  domaine. 

Pour  prouver  le  même  fait  pour  l'expression  (i  4)  il  suffit  de  vérifier 
cpie  l'intégration 


/    M[ï),  t>  +  d.,{u  —  n)]  (in 


ne  nous   fait  pas  non   plus  sortir  du  domaine  (i5).  En  effet,  dans 
cette  intégration,  la  quantité  complexe 

v  +  «,- ( u  —  ri)  —  n    \  v  -+-  «j u  à  v  —  u, 

v  -+-  a,'u  —  ri)  H- Y)     I                                  .   .             )  \>  +  atu  à  c  -t-  w, 
>  décrit  le  segment  joignant  < 

r +  «,(</ —  r))-i-<Xjn  i                                                     j  c  +  eCfU  à   i'  +  «y«, 

a/ïl                 J  o       à      a/«; 
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les  extrémités  de  ces  segments  étant,  d'après  les  formules  (i5),  dans 
le  cercle  de  rayon  R,  il  en  est  de  même  de  tout  point  de  ces  segments. 
Nous  pouvons  enfin  réunir  les  résultats  des  deux  numéros  précédents 
dans  l'énoncé  suivant  : 

Si.  son  second  membre  est  holomorphe  dans  le  domaine  (i5)  et 
s'annule  pour  u  =o,  toutes  les  solutions  de  l'équation  (a"),  holo- 
morphes  dans  le  même  domaine  et  nulles  ainsi  que  leurs  dérivées 
jusqu'à  V  ordre  n  pour  u  =  o,  sont  données  par'  la  formule 

n 
57  (  "  )  ■+■    /V    N/  /        d'U  M  t'0'    ''  +  "'"("  _  Ti  )  ]■ 

ui(u)    étant   une    fonction   arbitraire   holomorphe   dans    le    même 
domaine  et  nulle  ainsi  que  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  pour  u  =  o. 

On  se  rendra  compte  aisément  que,  pour  que  cr(«)soil  holomorphe 
dans  le  domaine  (i5),  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  le  soit  dans  et  sur  le 
cercle  de   rayon  s,  o  étant    le   plus  petit   des   nomhres  R  et  -; — r- 

10.  Revenons  enfin  au  problème  des  fonctions  permutables  posé 
au  début  de  ce  paragraphe.  Nous  en  modifierons  un  peu  l'énoncé  :  nous 
nous  donnerons  la  fonction  /'(./;,  r)  holomorplic,  non  pas  dans  le 
domaine  (  8)  du  n"  (î,  mais  dans  le  domaine 

(16)  |.r|    II.        |.y|  =  U,        \e  +  «tu\<R,        |«,«|<R 

et  nous  rechercherons  les  fonctions  permutables  avec  elle  et  holo- 
morphes  dans  ce  domaine. 

Tous  les  raisonnements  des  n"s  (>  et  7  subsistent  et  le  problème  esl 
ramené  à  la  recherche  d'une  fonction  (I,(',J/)  holomorplic  dans  I'1 
môme  domaine  (16)  ('),  nulle  ainsi  que  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  // 


(')  Par  un  raisonnement  déjà  fait  bien  des  fois,  on  se  rendra  compte  <[ue  le 
résultai  de  la  composition  de  deux  fou  et  ion  s  holomorphes  dans  (16)  est  une  nou- 
velle l'onction  liolomorplie  dans  (  16). 
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inclus  pour  x  =  y  et  vérifiant  l'équation 

r)"+i<i>                    à"+J<l> 
(a) —  —  (—  i)n+>- - 

f:  f .  ,       ...  d«<b(t,  y)        à"  4>(.r,  ï)  1 

Si  nous  désignons  par  [**(«,  e)  le  second  membre  de  cette  équation, 
il  vérifie  la  relation  jji$(o,  p)  =  o.  Des  résultats  précédents  on  déduit 
que  <P  vérifie  une  équation  de  la  forme 


:*) 


n 


gî(«)  étant  une  fonction  arbitraire  holoniorphe  dans  le  domaine  (  16) 
et  nulle  ainsi  que  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  //  pour  u  =o,  M$  étant 
formé  à  partir  de  fx,$  comme  M  à  partir  de  u. 

Cette  équation  (7;)  est  intégro-différentielle,  car  dans  M<j,  appa- 
raissent les  dérivées  /iiemesde  $.  Il  est  impossible,  sauf  dans  les  deux  cas 
traités  par  M.  Vol  terra,  de  la  réduire  à  une  équation  intégrale.  Mais 
cela  ri  a  pas  d'importance  pour  sa  résolution,  nous  allons  montrer, 
en  effet,  qu'elle  se  comporte  tout  à  fait  comme  une  équation  intégrale 
et  qu'elle  admet  une  solution  et  une  seule  holoniorphe  dans  (16),  que 
l'on  obtient  par  approximations  successives  (').  Il  suffit  de  prendre 

<I.(.r,y)=  V    <!>„(., -,.,•) 

/> 
o 

avec 
et 

n 

(17)  *p(*.7)=2N//    A)  M*/>-iI>.  "-^  «<(«  —  *))]• 


(')  Comme  la  solution  de  l'équation  (15)  du  paragraphe  I. 

La  raison  de  ce  fait  est  bien  claire  :  l'équation  (0)  exprime  <I>  en  fonction  de 
ses  dérivées  //"""\  Mais  en  dérivant  «  fois  cette  équation  on  n'introduit  pas  de 
nouvellesdérivées  de  <l»,  de  sorte  qu'on  ol>l  ienl ,  pour  déterminer  les  dérivées  n"'mci 
de  <I>,  un  système  d'équations  intégrales  auxquelles  s'applique  la  méthode  des 
approximations  successives.  Comparer  aux  formules  (18). 
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<Pp  est  ainsi  exprimé  au  moyen  des  dérivées  partielles  de  4>/;_,.  Mais 
on  a  [formules  (12)] 

An  if\  pv 

=    f*«l,-i(«,S)^2N1«r1 

-t-  2Ni«J  /     d-n  [J.ll>p_t  [y,  t'  H-  «,■(  «  —  ï])] 


Ou" 


(.8) 


6>"  o>,, 


r" 


[  dun-*àvi 

(q=  I,  2,   .  ..,  «), 

formules  qui  expriment  les  dérivées  nieU],,s  de  $y,  en  fonction  de 
celles  de  4»7, _,.  De  ces  formules  (18)  on  déduit  l'existence  d'un 
nombre  K  indépendant  de  p,  tel  que,  si  les  dérivées  /jiemes  de  $,,_,  sont 

I       y      y.     \f> 1 

limitées  par  K/  '— '—-i—>  les  dérivées  n"'m'"i  de  $„  soient  limitées 

r  (/>  —  ')'  ' 

I    y    p   j/» 

par  K''+l  — — j — L.  Il  en  résulte  la  convergence  de  séries  formées  par 

dérivées  nièmes  des  <&p,  et  enfin  celle  de  la  série  des  $/(  dont  les  ternies 
sont  formés,  à  partir  des  termes  des  séries  précédentes,  par  les  inté- 
grations exprimées  par  la  formule  (17). 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  fonction  gî(w)  holomorphe  dans  (16), 
l'équation  (l>)  admet  une  solution  holomorphe  dans  (i(>),  solution 
dont  on  prouvera  sans  peine  l'unicité.  Le  passage  de  l'équation  (  />)  à 
l'équation  (a)  ne  souffre  aucune  difficulté  et  nous  obtenons  ainsi 
toutes  les  fonctions  (P(x',y)  et  enfin  toutes  les  fonctions  z,(x,y) 
permutables  avec  f(x,y)  et  holomorpbes  dans  (16).  Elles  dépendent 

d'une  fonction  arbitraire  ra  (  -  -  j  holomorphe  dans  (16),  c'est-à-dire 
(fin  du  n"  î))  lorsque 


0  étant  le  plus  petit  des  nombres  |{  et  -, — r- 

Comme   toute   fonction   holomorphe  dans  le  voisinage  de  x  =  o, 
y  =.  a,  sera  holomorphe  dans  un  domaine  tel  que  (16)  correspondant 

à  une  valeur  de  U  assez  petite,  on  peut  encore  interpréter  comme  suit 
le  résultat  précédent  : 

Journ.  de  Math.  (7*  série),  tpme  I.  —  pasc.  I,  iyij. 
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Soit/(.r,  y)  une  fonction  holomorphe  autour  de  x  =  y  =  o(ou  de 
tout  autre  point  de  la  multiplicité  x,=y)  et  d'un  ordre  déterminé 
autour  de  ce  point.  Nous  savons,  d'après  ce  qui  précède,  déterminer 
toutes  les  fonctions  cp(a?,_y)  holomorphes  autour  de  ce  point  et  permu- 
tables avec  y  (a-,  y). 


III.  —  De  quelques  propriétés  des  fonctions  permutables. 

il.   Les  propriétés  que  nous  étudions  dans  ce  numéro  trouveront 
leur  application  au  Chapitre  suivant. 

En  se  reportant  à  l'équation  (_£A  on  vérifie  sans  peine  que  : 
La  solution  <&(x,y)  de  l'équation  (b)  a  le  même  ordre  que  la  fonc- 
tion arbitraire  ra  (•- )  et,  si  n  -\-  -i -\-  q  est  cet  ordre  (q  i  o),  on  a 


<I)("+1+'''(.r,  .r)=ro("+1+'/(o)=:COMSt., 

$>'"+'->-'i]-(x,y)  désignant,  comme  au  Chapitre  I  (n°  lo),  la  déri- 
vée (//  -+-  i  -4-  q)'ime  de  <P(x,y)  par  rapport  à  y.  La  fonction  y(x,y) 
correspondante  est  d'ordre  (i  +  q)  et  l'on  a 

<p""(jr,  x)  =  tyA+i+rt(x,  x)  —  const. 
Ceci  suppose  que 

ê 

en  effectuant  en  sens  inverse  le  changement  de  variable  (§  I,  n°  5)  qui 
nous  avait  permis  de  réaliser  cette  dernière  égalité,  on  constate  que, 
dans  le  cas  général,  on  a 

I  gW)(.,-,  .,)]"  +  ' 
(■9)  [/«->(x,g)]^=C°n8t-' 

la  constante  pouvant  d'ailleurs  prendre  une  valeur  arbitraire. 

Ce  résultat  généralise  celui  de  M.  Vol  terra,  d'après  lequel,  sif(x,y) 
est  du  premier  ordre,  on  a 

a(x,  x) 
/(*)  *) 

Il  trouvera  son  application  au  Chapitre  suivant  par  la  conséquence 
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que  voici.  Supposons  que  («  +  i)  =/'('/  "+~  r)'  p  étant  un  entier.  11 
vient 

[(p">(.r,  -f)]''—  K/«">(^,  a;)         (k  =  const.) 

et  l'on  en  conclut  aisément  ('),  en  multipliant  ç  par  une  constante 
convenable,  que  : 

On  peut  toujours  trouver  une  fonction  cp(./;,  y)  oV  ordre  q  -t-  i  per- 
mutable avec  f(x,y)  telle  que 

?''(^, /)  —  /(•'••/) 
soit  d  ordre  supérieur  à  n  -+-  1 . 

VI.  Un  cas  particulier  important,  particulièrement  pour  la  théorie 
de  l'hérédité,  est  celui  où  la  fonction  f(x,y)  pour  laquelle  on  résout 
le  problème  précédent  ne  dépend  que  de  la  différence  y  —  x. 

Soit /(y  —  x)  cette  fonction.  Les  deux  fonctions  h(x,y  )  et  k(x,y) 
qui  s'introduisent  dans  l'équation  intégro-différentielle  (a)  sont  aussi 
de  simples  fonctions  de  y  —  x  et  telles  de  plus  que 

/.(y-.i-)  =  (-ly/l(y-x). 

Si,,  tenant  compte  de  cette  relation,  on  forme  les  approximations 
successives  qui,  au  n°  10,  nous  ont  servi  à  résoudre  l'équation  I  a  ),  on 
constate  que  toutes  ces  approximations  sont  nulles,  sauf  la  première, 
et  l'on  trouve 

•  (*,  y)  =  m(^* 

Les  fondions  permutables  avec  /(/  —  a;)  sont  de  la  forme  a>(y  —  x) 
et  il  est  d'ailleurs  bien  évident  qu'une  fonction  quelconque  de  ce  type 
sera  permutable  avec  f  (y  —  ■< '). 

13.  Les  foin  lions  permutables  avec  /'( y  x)  ainsi  trouvées 
jouissent  de  propriétés  importantes  qu'il   est  naturel  de   chercher  à 

étendre  aux  fonctions  permutables  les  plus  générales  : 


(')  Se  reporter  aux  remarques  de  la  noie  i  de  la  page  17.  Chapitre  I. 
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I.  Toutes  les  fonctions  permutables  avec  f(y  —  x)  sont  permu- 
tables entre  elles. 

Nous  avons  déjà  indiqué  cette  propriété  pour  les  fonctions  permu- 
tables avec  une  fonction  f(x,y)  du  premier  ordre  (n°  S).  Au  Cha- 
pitre IV  (n°  16)  nous  la  retrouverons  dans  le  cas  général. 

II.  Une  fonction  permutable  avec/( y  —  x)  et  holomorphc  autour 
d'un  point  de  la  multiplicité  y  =  x  est  holomorphe  au  voisinage  de 
tout  point  de  cette  multiplicité. 

C'est  l'extension  de  ce  résultat  que  je  veux  présenter  ici.  Elle  prend 
la  forme  suivante  : 

Théorème.  —  Soit,  dans  le  plan  où  nous  représentons  les  deux 
variables  complexes  x  et  y,  un  domaine  (£>  simplement  connexe  tel 
que  la  fonction  f(œ,y)(')soil  holomorphe  autour  de  tout  point  y  =  x0, 
x  =  x0,  x„  étant  intérieur  à  cO  ou  sur  sa  frontière.  Toute  fonction 
permutable  avec  f(x,  y)  et  holomorphe  autour  de  x  =  a,  y  =  a, 
a  étant  un  point  intérieur  à  et),  est  de  même  holomorphe  autour 
de  x  =  xa,  y  =  x0,  œ0  étant  un  point  quelconque  intérieur  à  tO. 

Nous  supposerons  dans  la  démonstration  que  a  soit  l'origine  o. 
Soit  donc  o(x,y)  permutable  avec  f(x,y)  et  holomorphe  autour  de 

de  l'origine;  la  fonction  <!>(x,y)  =fy(x,y)  sera,  d  après  ce  qui  pré- 
cède, donnée  par  la  résolution  de 


{b) 


Q(x,  /)  =  b(m)+^    N,    /        M$[Y),    V  +  «;(«  —  Y))]  rffl, 


cj(m )  étant  une  fonction  holomorphe  autour  de  u  =  o. 

Etant  données  les  hypothèses  faites  sur  la  fonction  f(x, y),  nous 
pouvons  toujours  choisir  un  nombre  p  assez  petit  pour  que  cette  fonc- 


(')  Nous  prenons  la  fonction  /(.'",  y)  sur  laquelle  on  ait  effectué  le  changement 
de  variables  du  n"  '\,  rendant  ainsi  égale  à  1  la  première  dérivée  non  identi- 
quement nulle  pour  x=y,  et  égale  à  zéro  la  dérivée  suivante.  Il  n'y  a  pas  de 
difficultés,  on  le  verra  au  Chapitre  suivant,  à  passer  de  là  au  cas  général 
(Chap.  III,  p.  56). 
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tion  soit  holomorplie  dans  le  domaine  suivant  : 

i(le  point  du  plan  complexe  représentant  v  est  dans  (0  ou  sur  CD), 
|  «|     et     \«ju\irç  (y  =  i,  2, «), 

I  "  I  =  P. 

/•„  étant  la  plus  courte  distance  v  à  la  frontière  du  domaine  cd.  p  étant 
enfin  choisi  assez  petit  pour  que  xs(u)  soit  analytique  dans  le  même 
domaine,  je  dis  que  les  approximations  successives  qui  servent  à 
résoudre  (b)  convergent  dans  le  domaine  A.  Cette  convergence  sera 
immédiate,  si  nous  prouvons  seulement  qu'elles  permettent,  partant 
d'un  $n_,(a;,y)  défini  dans  A,  d'en  déduire  un  <P„(x,y)  lui  aussi 
défini  dans  tout  A;  en  d'autres  termes,  si  elles  ne  nous  font  pas  sortir 
du  domaine  A. 

Mais  $n-,(x,y)  étant  donné,  il  faut  pour  former  u.,Va _t(u,  v)  en 
calculer  les  compositions  avec  h(x,y)  et  k(x,y).  Ces  compositions 
peuvent  s'effectuer  en  faisant  décrire  à  E  le  segment  de  droite  xy  sans 
que  les  couples  de  variables  x\  et  \y  sortent  du  domaine  A  :  en  effet 
tous  les  points  du  segmenta;,  y,  et  en  particulier  et  »  sont 

intérieurs  à  03,  et  l'on  a  de  plus 


\y 


r„- 


II- 


tout  revient  alors  à  démontrer  des  relations  telles  que 


et 


Ç  — ■ 


Ï'V  — 


y-\\ 


c'est  une  conséquence  des  relations  (A). 

Pour  former  M,,,     (//,  v)  à  partir  de  u.,[,ti  _(«,  p)  il  faut  effectuer  des 
intégrations  telles  que 


I 


(  )r,  quand  //  esl  donné,  :  peut  prendre  dans  le  plan  toutes  les  valeurs 
intérieures  à  CD  et  telles  que  \u\  et  |a,//|  /v  Cette  condition  définira 
un  certain  domaine  CD'  intérieur  à  CD,  <|ui,  si  p  est  pris  assez  petit,  sera 
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toujours  connexe  (').  Ce  domaine  contient  l'origine  et  le  point  c,  et 


l'intégrale 


est  définie  sans  difficultés. 
Reste  enfin  le  calcul  de  l'intégrale 


qui  n'offre  pas  de  difficultés  si  l'on  fait  décrire  à  Y]  le  segment  de 
droite  o,  u  : 

V.  -+-  C.t  (il  —  7,) 

reste  dans  iD  et  il  est  aisé  de  vérifier  que 

M  et  |  a.j-11  |  =  /-,.-,.  a,  [„-/,)• 

Le  théorème  annoncé  est  ainsi  démontré  :  il  subsisterait  si  le 
domaine  <Q  était  tracé  sur  une  surface  de  lliemann. 

IV.  —  Les  fonctions  permutables  avec  une  fonction  non  analytique. 

I-i.  Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent,  tant  pour  simplifier  que 
pour  avoir  des  énoncés  directement  comparables  à  ceux  que  nous 
obtiendrons  par  d'autres  procédés  au  Chapitre  IY,  que  la  fonction 
donnée  et  les  fonctions  cherchées  étaient  analytiques. 

La  méthode  précédente  peut  s'appliquer  à  des  cas  un  peu  plus 
étendus.  L'analyticité  est  intervenue  quand-  on  a  voulu  résoudre 
l'équation 

avec  des  conditions  limites  du  type  de  Cauchy,  par  la  formule 

Jr" 
V  N ,  M  |  n .  v   h  «,( m  —  ï) ) ]  dfu 

(')  Pourvu  <]ne  CE)  soi i  un  domaine  simple,  ce  qui  peut  toujours  ôire  le  cas. 
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Le  lecteur  se  rendra  compte  que  tous  les  résultats  du  paragraphe  II 
subsistent  si  Ton  suppose  la  fonction  donnée  f(x,y)  définie  lorsque 

a  réel         et         — aîwl  +  fl, 

et 

\ç—  ft'|£ft,  |  V  4-  «  |  ^  R,  |  r-t-«,-«|<R 

avec 

|:a|<«,         |«#4|<h, 

cette  fonction  étant  analytique  en  v  et  seulement  dérivable  jusqu'à  un 
certain  ordre  en  u.  Il  faut  faire  les  mêmes  hypothèses  sur  la  fonction 
cherchée  o(x,y). 

16.  Dans  le  cas  où  la  fonction  f(x,y)  n'est  pas  du  type  précédent 
et  est  d'un  ordre  supérieur  au  second  ('),  le  problème  de  la  recherche 
des  fonctions  permutables  présente  des  difficultés  difficilement  surmon- 
tables.  Sont-elles  inhérentes  au  problème  posé,  ou  simplement  à  la 
méthode  employée?  Je  dois  me  contenter  ici  de  poser  la  question. 


CHAPITRE  111. 

COMPLÉMENTS    ET    APPLICATIONS    DE    LA    THÉORIE    PRÉCÉDENTE. 

I.  —  Étude   des   fonctions   permutables    avec  /(.r,  i  ) 
autour  d'un  point  où  elle  n'est  d'aucun  ordre. 

1 .   Revenons  sur  les  deux  changements  de  variable  indiqués  au  n"  <> 
du  Chapitre  précédent  :  l'équation 

/?(.*■,  y)  —  v  ./'(•'■■  .»•) 
est  invariante,  c'est-à-dire  se  transforme  successivement  m 

Ci  Cf.  m- h,  ,,.  v.. 
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par  les  transformations 

*  =  *(*,)       [y  =  g(yi),l  =  gfo)l 
{  Mxu yt)=± \/g'{*x)g'{yi)A*,  y), 

?i(^i,ri)=±V/S,'(^i)^'(7i)?(^.  7) 


et 


(2) 


m{yx) 
m(x,) 


Pour    que,    la    fonction  f(x,y)  étant    d'ordre   ra-f-i,    la    fonc- 
tion /2 (a?,, jKi)  soit  telle  que 


L"~^r"Jy.=-~'      L"    ^r1 

il  faut  prendre,  pour  la  relation  entre  x-  et  xt, 


o, 


(0 


=/< 


±  x{j-)~\n  +  ldx         avec         «(■'') 


et  pour  valeur  de  /ti(x,) 


(a) 


«1(^0  =  e 


■     /•[d'-'-'/i  i  ■'•■■.'-.  i] 
,"  +  V  L      *-î+1      b.=  >'. 


'•  i 


Autour  d'un  point  x  =  a,y  =  a  tel  que  la  fonction  f(x,y)  soit 
d'un  ordre  //  -+-  i  déterminé  [a(o)  ^  o]  la  transformation  (i)  est  régu- 
lière et  inversable  et  les  transformations  précédentes  ramènent,  comme 
nous  l'avions  déjà  indiqué  (Chap.  II,  n°  6),  la  recherche  des  fonctions 
permutables  avec  f(x, y)  à  celle,  effectuée  au  Chapitre  précédent,  des 
fonctions  permutables  avec/2(x,, y,  ). 

On  peut  aller  plus  loin  en  appliquant  les  transformations  précé- 
dentes au  théorème  du  Chapitre  II  (n°  15)  :  soit  un  domaine  D  simple- 
ment connexe  du  plan  complexe  sur  lequel  nous  représentons  les  va- 
riables ./•  et  >',  domaine  évitant  leszéros  de  «.(x)  et  pouvant  les  contourner 
pour  venir  se  recouvrir  lui-même  (mais  nous  le  supposerons  alors  tracé 
sur  une  surface  de  Kiemann  se  ramifiant  autour  de  ces  zéros);  parla 
transformation  (i  )  lui  correspondra  biunivoquement  un  domaine  ô) 
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du  plan  complexe  dans  lequel  nous  représentons  les  variables  x,  cly,\ 
le  théorème  du  Chapitre  II  (n°  15)  s'applique  à  ce  domaine  et  nous 
obtenons  le  résultat  suivant  :  Toute  l'onction  permutable  a\ecf(x,y) 
et  holomorphe  autour  de  x  =  a,  y  =  a,  a  étant  un  point  du  domaine  Dj 
est  holomorphe  autour  de  x  =  b,  y  =  b,  b  étant  un  point  quelconque 
du  domaine  D.  Puisque  D  peut  être  quelconque,  pourvu  qu'il  évite  les 
zéros  de  x(x),  on  peut  encore  dire  : 

Toute  fonction  analytique  permutable  avec  f(x,  y)  est  holomorphe 
autour  de  tout  point  x  =  a,  y  =  a  autour  duquel  f(x,y)  est  d'un 
ordre  déterminé. 

'2.  Pour  que  l'étude  autourdela  multiplicité  y  =  ./(')  des  fonctions 
permutables  avec  f(x,y)  soit  terminée,  il  nous  reste  à  étudier  les 
mêmes  fonctions  autour  d'un  point  pour  lequel  f{x,y)  n'est  pas  d'un 
ordre  déterminé  :  nous  supposerons  que  ce  point  soit  x=y  =  o  et 
que  la  première  dérivée  dey*( x, y)  non  identiquement  nulle  pour.r  =  y 
soit 

'à"f{.r,y) 


ôyn 


■  »{x)  =zx"(p0+pix  -hp,j:!  +  .  .  .), 


a  entier  positif  et  non  nul. 

L'équation  (  i  )  a  alors  la  forme 

u 

.Xl  —  Xn+i         (p0-t-{A,X  +  fA,X!-(-...) 

et  délinit  une  correspondance  biunivoque,  non  plus  entre  le  voisinage 
de  l'origine  de  deux  plans,  mais  entre  le  voisinage  de  l'origine  de  deux 
surfaces  de  Riemann,  à  nombre  fini  de  feuillets  se  ramifiant  autour  de 
l'origine.  La  fonction  f,  (xn  y,)  admet  alors  les  points  critiques 
x,  =  o,  et  y,  =  o,  et  il  en  est  de  même  de  la  fonction  /2  (xny{)  (-)  ; 

(  ')  Cette  multiplicité  joue  dans  la  théorie  en  question  un  rôle  analogue  à  celui 
que  joue,  dans  la  théorie  du  problème  de  Cauchy  (pour  les  équations  aux  déri- 
vées partielles),  la  multiplicité  qui  porte  les  données  aux  limites. 

(;)  Pour  qu'il  n'v  ait  pas  d'ambiguïté  dans  la  définition  de  /,(■>,,  i  ,  i  et 
/2(. ',,>,)  il  faut  partir  d'une  détermination  de  ces' fonctions  el  la  suivre  par 
continuité. 

Journ.  de  Math.   (7*  série),  lome  1.  —   F;isc.   I,    it)i5.  " 
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cetle  dernière  sera  une  fonction  bien  définie  des  points  a?,  et  y,  repré- 
sentés non  plus  dans  le  plan,  mais  sur  une  surface  de  Iliemann  ayant 
un  point  de  ramification  d'ordre  infini  autour  de  l'origine.  Si,  par 
exemple,  f(x,  y)  =  ax  -+-  by  avec,  pour  simplifier,  a  4-  b  =  i ,  il  vient 

ii  ii 

On  peut  alors  utiliser  les  formules  du  Chapitre  précédent  pour  se 
faire  une  idée  de  la  singularité  autour  de  l'origine  des  fonctions  per- 
mutables avec  /2(a?,,  y,)  et  donc  a\cc  /( x,y).  Nous  ne  ferons  pas 
cette  élude,  car,  et  c'est  là  un  point  qui  sera  montré  au  Chapitre  IV 
(n°  î)),  la  méthode  précédente  donnerait  une  idée  très  imparfaite  et 
trop  compliquée  des  singularités  de  ces  fonctions. 

5.  Nous  nous  occuperons  seulement  du  cas  particulier  le  plus 
simple  :  c'est  celui  où,  bien  que  l'origine  soit  un  zéro  de  x  (a?),  la 
fonction  /,  (r,,  y,)  est  une  fonction  holomorphe  de  x,  et  y,  autour 
de  x,  =o,yt  =  o.  Cherchons  d'abord  à  le  caractériser. 

On  doit  avoir  alors 


(3)  /,(*,,  y,)  =  /(*,  y)  vV<*i)#'0'«) 


'"(y.) 


m  (x,)  étant  analytique  autour  de  l'origine,  mais  ayant  d'ordinaire 
cette  origine  pour  point  critique,  la  relation  x  =  g (xt)  étant  la  rela- 
tion inverse  de 

.r,  =  .r;rTT  +  ,(;ji0+,j.,.r  4-...)  (ou  joi  —  h  (.v)], 

les  fonctions/- et ft  étant  fonctions  holomorphes  autour  de  l'origine 
des  variables  qui  y  figurent  et  contenant  respectivement  en  facteur 
(y  —  x)"  et  (y,  —  .r,)".  La  fonction  /'._.  vérifie  de  plus  les  conditions 


âj  î 


^p — L.,,-°  ()- 


(')  Cette  seconde  condition  n'a  rien  d'essentiel;  on  peut  toujours  la  réaliser 
vins  troubler  l'analyticité  de /2  (.r,,  y,  )  en  multipliant  cette  fonction  par  une 
autre  bien  choisie. 
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On  peut  remplacer  (3)  par 

(3')  ./•(^y)=/,(-r„y,)v//''(-r)/''(v)^. 

n  (x)  ayant,  comme  m  (xt),  l'origine  pour  point  critique  et 

a 

L'équation  (3')  entraine  d'abord  que  a  soit  un  multiple  de  n  +-  i . 
Supposons  en  effet  que  non,  +  i  est  alors  égal  à  une  fraction 

irréductible   -■  De  (3')  on  tire 

,,,  "(*)_  A*,  y) 


et  la  partie  principale  du  second  membre  quand  x  ely  sont  tous  deux 
infiniment  petits  du  même  ordre,  partie  principale  qui  s'écrit 

(y  —  x)"p(x,y) 


/     p  g\H  a  „ 


ne  peut  pas  être  le  quotient  de  deux  fonctions  de  x  et  dey. 

Il  faut  donc  que  a  soit  multiple  de  ;/  -f-  i ,  soit  a  —  k  (n  -t-  i), 
k  étant  un  entier  positif  (').  On  peut  alors  se  donner  arbitrairement 
la  fonction  holomorphe  f3  (./;,,  y{)  d'ordre  //  +  i  autour  de  l'origine 
(c/*.  note  i,  page  58),  et  le  changement  de  variable 

.i-,  —  xk  *  '  ( p0  -t-  px  x  -t-  .  .  .  ) 

(ce  qui  détermine  v„,  v,,  ...). 
On  doit  avoir 


/(•*>  y)  =  /s(#i,  7i  )  x~ /  \/(V(,+  v,.r  +  . . .)  (v0+  v,/  +  .  .  .) 


"(•<') 
/U.)' 


/(x,  y)  étant  holomorphe.  Il  en  résulte  immédiatement  que  //  (a;) est 
de  forme  .r71  /tu(x),  ra„(o?)  étant  holomorphe  et  telle  (pie  n0  (o)    o,  et 

(')  Le  cas  où  k  serait  nul  a  déjà  fail  l'objet  du  Chapitre  précédent. 


Go 
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k               k 
l'indice  -  étant  tel  que  les  nombres  -  -+-  -  et soient  entiers  et 

2  2 

positifs.  On  a  finalement 

(  5  )     /(*.  y  )  =  A  (*t ,  yx  )  **?*  v/(Vo+v1.r+...)(v0-f-viy-+-...)^^-J , 

oc  et^S  étant  deux  entiers  positifs  quelconques  dont  la  somme  donne  k. 
Voici  donc  comment  s'obtiendront  toutes  les  fonctions  f(x,y) 
holomorphes  telles  que  la  fonction  ^(a;,,^,)  correspondante  soit, 
elle  aussi,  bolomorphe.  Il  suffira  de  partir  de  toutes  les  fonctions 
f2(x,,yt)  holomorphes  et  d'ordre  re-i-i  autour  de  x,=y1  =  o 
et  d'y  faire  tous  les  changements  de  variables 

d'en  déduire  enfin  f(x,  y)  par  la  formule  (5);at'/fi  étant  deux 
entiers  positifs  arbitraires  dont  la  somme  est  k;  n0(x),  une  fonction 
holomorphe  arbitraire  non  nulle  pour  x  =  o. 

4.  Les  fonctions  o(x,y)  permutables  avec  f  (x,  y)  s'obtiendront 
en  appliquant  la  formule  (5)  aux  fonctions  o2  (x,,/,)  permutables 
avec/';,  (  ./,,  r,).  Il  enrésulleque  :  Une  fonction  <p  (x, y)  permutable 
avec  f  (x,  y)  et  holomorphe  autour  d'un  point  x  =  x,  y  =  x  de  la 
multiplicité  x  =y  est  holomorphe,  non  seulement  autour  de  tous  les 
points  de  celle  multiplicité,  tels  quef(x,  y)  y  soit  d'un  ordre  donné, 
mais  encore  autour  du  point  x  =  o,  y  =  o. 

;>.  Donnons  une  application  simple  des  considérations  précédentes  : 
les  fondions  permutables  avec  l'unité  sont  de  forme 

?(7i  —  x\  i 

en  faisant  le  changement  de  variable  ./-,  =  .r*+l,  on  prouve  que  les 
fonctions  permutables  avec  xay$  (avec  oc-f-  3  =  A)  sont  les  fonctions 

x*y>  ç(  >  «+P+1  —  ara+P    ' 
C'est  un  point  qu'il  est  d'ailleurs  aisé  de  démontrer  directement. 
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11.        Application  à  la  résolution  d'une  équation  intégrale. 

6.  La  recherche,  exposée  au  Chapitre  précédent,  des  fonctions  per- 
mutables avec  une  fonction  donnée  permet  de  résoudre  l'équation 
intégrale 

(E)  +'<*.*)  =  /(*>*) 

par  rapport  à  l'inconnue  '\>  (x,  y).  Cette  résolution  est  très  impor- 
tante, car  elle  permet  d'introduire  dans  la  théorie  des  fonctions  per_ 

mutables  le  symbole  i1'/     ,  et  d'étendre  ainsi  à  des  relations  implicites 

intégrales  du  genre  de  celles  envisagées  au  Chapitre  I  (§  I)  la  théorie 
de  Puiseux  ('  ). 

Si  la  solution  <\>  (x, y)  admet  en  facteur  (y  —  x)q.  il  est  facile  de  se 

rendre  compte  que  '\ip  (x,  y)  admettra  en  facteur  (y  —  x)p'/+p~'  ('-). 
Il  faudra  donc  supposer  que  /(x,  y)  ait  en  facteur  (y  —  x)",  n-\-  i 
étant  un  multiple  de  p.  Nous  ferons  même,  d'abord,  l'hypothèse  plus 
restrictive  suivante  :  f(x,  y) est  d'ordre  n-\~  i  multiple  de  p. 

Le  cas  où  (//+  r)  =  2  et  où»  =  2  a  été  traité  par  M.  Volterra  qui 
a  de  plus  montré  (3)  le  lien  qui  existe  en  général  entre  la  résolution 
de  l'équation  (E)  elle  problème  qui  nous  a  occupé  au  Chapitre  II. 
Voici,  en  utilisant  les  résultats  de  M.  Volterra  et  les  résultats  démon- 
trés au  Chapitre  II  (§  II),  comment  on  peut  résoudre  l'équation  (  E  | 
quand  son  second  membre /"(x,  y)  est  holomorphe. 

7.  Nous  établirons  que  : 
L'équation 

(E)  <l'V,  y)  -.---/(.<■,  y), 


(')    Nous    n'insisterons   pas  sur  ce  point  de  vue  développé  par  M.   Volterra 

(cf.  Leçons  sur  les  fonctions  de    lignes,  p.    178).   Il  nous  a   suffi  il ilrer 

l'intérêt  de  l'équation  (  V.  ). 

('■)  Cf.  Chapitre  I,  |>.  17,  note  1. 

(3)  Cf.  Leçons  sur  les  fonctions  <lc  lignes,  p.  170-178. 
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f(x,  y)  étant  holomorphe  autour  de  x=y  =  o  et  d'ordre  n-\-  i 
multiple  de  p,  admet  autour  de  ce  point  p  solutions  holomorp/ies 
et  p  seulement.  Ces  solutions  se  déduisent  de  l'une  d'elles  en  la 
multipliant  par  les  p  racines  p'emes  de  Vunitê.  Elles  sont  d'ordre 


n  -+- 1 

=  q  -t-  I. 


P 

Il   est  tout  d'abord    clair  que  les  solutions   holomorphes  seront 


n 


d'ordre =  q  ■+■  i . 

P  ' 

Prouvons  leur  existence  :  d'après  un  résultat  précédent  (Chap.  II, 
n°  11)  nous  pouvons  trouver  une  fonction  o  (x,y)  permutable  avec 
f  (ce,  y),  d'ordre  q  -+-  i  et  telle  que 

f(x,  y)  —  yi>(x,  y) 

soit  d'ordre  au  moins  n  +  2.  L'équation  en  y  (  x,  y) 

*  *        + 

f{x,y)  —QP(x,y)  =  <D"z(j\  y) 

aura  alors  une  solution  holomorphe  et  permutable  avec  a  (x,  y) 
(Chap.  I,  n"  10)  et  l'on  pourra  prendre  pour  solution  de  l'équa- 
tion (E) 


I    *  •  p  \  p  )  *  « 


a,-  étant  l'une  quelconque  des  racines  pièmes  de  l'unité  ('). 


(')  Remarquons  que  la  théorie  de  l'équation   (E)  repose  en  dernière  analyse 

sur    la   formule  (19)   du   Chapitre   II,  du   11°   11,   grâce  à  laquelle  on  pouvait 

affirmer  l'existence  d'une  fonction  9  (.<■,  y)  permutable  avec/  (a>,  y)  et  telle  que 

* 
f  (x,  y)  —  y?  (x,  y)  soit  au  moins  d'ordre  n  -+■  2.  Jusqu'à  présent  celte  formule 

est  démontrée  comme  conséquence  de  la  recherche  des  fonctions  permutables, 
c'est-à-dire  sous  bien  des  restrictions.  Nous  la  démontrerons  au  Chapitre  IV 
(  n"  3)  directement,  sans  restrictions  autres  que  l'existence  de  quelques  dérivées. 
Dès  lors,  toutes  les  fois  que  nous  connaîtrons,  peu  importe  comment,  une 
fonction  m(x,  y)  d'ordre  q  -+-  i  permutable  avec  /{t, y),  nous  pourrons  tou- 
jours, en  la  multipliant  par  une  constante,  faire  en  sorte  <]itef(x,y)  —  a''  (&,  y) 
soii  au  moins  d'ordre  n -t-  2,  cesl-à-r/t're  résoudre  l'équation  (E), 
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Prouvons  enfin  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  solution  :  en  d'autres  termes 
que,  si  vp,  et  J/2  sont  deux  solutions  de  l'équation  (E),  on  a 


(  6  )  <f,  wt . . .  wp + wM . . .  Wp  Wt  -t- . . . H- W„  W, . . .  «iv ,  : 


On  aura  en  effet 
d'où,  en  posant 


Cette  équation  entraîne  que  l'un  des  Wt  soit  nul  :  sinon,  en  effet,  le 
développement  de  chacun  d'eux  considéré  comme  fonction  de  y, 
développement  effectué  suivant  les  puissances  de  y  —  x,  commencerait 
par  un  terme  dont  le  coefficient  est  une  fonction  non  identiquement 
nulle  b[  (x).  Le  développement  analogue  du  premier  membre  de  (6) 
commencerait  par  un  terme  de  coefficient 

/>,(.r)  6,(x).  .  .bp( x ) 

(à  un  facteur  constant  près)  non  identiquement  nul. 

Remarquons  enfin  que  les  solutions  de  l'équation  (  E)  sont  permu- 
tables avec/  (x,  y)  :  cela  résulte  de  la  formule  donnant  ces  solutions. 
On  pourrait  le  démontrer  directement. 

S.  Là  méthode  précédente  pourra  s'appliquer  quand  on  remplace 
l'hypothèse  d'analyticité  def(x,  y)  par  des  hypothèses  moins  restric- 
tives. En  voici  une  autre,  strictement  limitée  au  cas  où  f(x,y)  est 
analytique,  qui  nous  sera  utile  dans  l'étude  de  la  solution  '\>  (x,y  ) 
autour  d'un  point  où  f(.v,  y)  cesse  d'être  d'ordre  n  ■+-  i. 

Etudions  L'équation  (E)  autour  du  point  x  =  o,  y  =  o;  f(x,y) 
peut  être  définie  par  une  série 

dont  les  coefficients  f'l)(x)  sont  holomorpheB.  Nous  chercherons  à 
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calculer  -j;  (■'',/>')  par  une  série  à  coefficients  holomorphes 

La  méthode  que  nous  allons  donner  est  donc  analogue  à  celle  du 
Chapitre  I  (n°  15)  pour  résoudre  l'équation  de  Volterra.  Il  vient, 
pour  déterminer  les  'j/0  [x),  les  équations 

[<h('»{ac)]P  =  f(P'J+P-,)(a;)  (pq  -+-  p  —  i  =  n), 

p[û>W(x )]p-1  4/<»+»  (x)H-$1['L('"(-î-)]=/""7+/',(^)> 

(7)  ••■ • , 

I  p[iJ/f»'(a;)]P-1i};(?*-/')(a;)+$>(4/(?),  (}/(?+» tytç+J-i))  —  f<P<i+P-i+J)(a:), 

\       ) 

<£,-  étant  un  polynôme  par  rapport  à  ^(ï),  fyg+<),...  ^+j-*)  et  leurs  déri- 
vées jusqu'à  un  certain  ordre.  La  première  équation  donne 

+«»>(*)  =  [/«•>(*>)? 

et  les  suivantes  déterminent,  par  résolution  d'équations  du  premier 
degré, 

ip+1»(.r),     ty<*+*)(a:),      ^+j)(x). 

Deux  cas  sont  à  distinguer  : 

i°  f(jc,  y)  est  d'ordres  +  i  autour  de  x  =  o,y  =  o.  Alors/1"'  (o) 
est  différent  de  zéro;  <J/(?)  (o)  aussi,  i{/W  (x)  est  holomorphe  autour  de 
x  =  o  et  il  en  est  de  même  des  'j/(?+-/)  (x)  successives.  La  convergence 
de  la  série 

i 

peut  s'établir  directement.  Elle  est  d'ailleurs  une  conséquence  de 
l'existence  de  p,  et  de  p  seulement,  sol  niions  holomorphes  de  l'équa- 
tion (E),  solutions  pouvant  s'obtenir  à  partir  de  l'une  d'elles  par 
multiplication  par  les  racines piemts  de  l'unité. 

2°  f  (x,  y)  n'est  pas  d'ordre  (w-t-i)  autour  de  .r  =  o,  y  =  o. 
Alors/"  (  <>  )  <'st  nul  et  les  fonctions  '.J/î+•/',  (u;)  successives  ne  sont  pas, 
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en  général,  holomorphes  :  pas  de  solution  holomorphe  autour  de 
l'origine,  du  moins  en  général. 

Dans  des  cas  particuliers,  pourtant,  notre  équation  aura  ses  solu- 
tions holomorphes,  et  notre  méthode  va  nous  permettre,  comme  au 
Chapitre  I,  de  caractériser  ces  cas  :  il  faudra  d'abord  que  les  fonctions 
tyi+j*  (x)  déterminées  par  les  relations  (7)  soient  holomorphes.  Le 
développement 

satisfera  alors  formellement  à  l'équation  (E).  Il  y  satisfera  aussi 
effectivement;  la  démonstration  est  la  même  qu'au  Chapitre  I  (n°  16). 
Les/?  solutions  de  l'équation  (E)  sont  alors  holomorphes  autour  de 
x  =  o,y  =  o. 

9.  Nous  venons  de  dire  que  dans  le  deuxième  cas  une  solution 
•]>  (x,  y)  de  l'équation  (E)  ne  sera  en  général  pas  holomorphe  autour 
de  x  ■—  o,  y  =  o.  Mais  elle  sera  régulière  autour  de  tout  point  x  =  a, 
y  — a,  a  étant  assez  voisin  de  l'origine.  Il  est  intéressant  de  se 
demander  ce  qu'elle  devient  si  le  point  a  tourne  une  fois  autour  de 
l'origine  (')  :  on  pourra,  après  le  mouvement,  retrouver  la  solution 
dont  on  est  parti,  ou  la  même  solution  multipliée  par  une  racine  />"'"  ' 
de  l'unité.  Ces  différents  cas  sont  faciles  à  distinguer  :  la  première 
équation  (7)  donne  ij/?)  (x)  sous  la  forme 

—  étant  irréductible  et  p'  un  diviseur  de  p(p  =p'k).  Il  résulte  des 

formules   (7)  que    les  />  solutions  de  l'équation  (E)  se  divisent  en 
h  systèmes   de  p'   solutions   se  permutant  entre   elles  dans   le  mou 
veinent  précédent. 

L'étude  complète  de  la  singularité  de  fy  (a;,  y)  autour  de  x  =y  =  o 
est  très  compliquée;  elle  est  en  effet  étroitement  liée  à  celle  de  la 

(')  lïn  d'autres  termes,  si  l'on  fait  tournei  simultanément  les  deux  points 
/  ii  1,  maintenus  très  voisins,  autour  de  l'origine. 

Joum.  di-  Math.  (  ■;'  série),  tome  t.  —  Fasc.  I,  191S.  (.) 
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singularité  des  fonctions  permutables  avec  f  (x,  y)  autour  de  l'ori- 
gine. Nous  nous  contenterons  de  montrer  Tordre  des  difficultés  qui 
se  présentent,  dans  un  cas  particulier  où  l'équation  (E)peutse  réduire 
directement  à  une  équation  intégrale,  à  laquelle  s'applique  la  méthode 
d'approximations  successives. 


III.  —  Étude  directe,  dans  un  cas  particulier,  de  l'équation  (E). 

10.   C'est  le  cas  particulier  où  l'équation  est  homogène  en  x  et  y. 
Prenons,  pour  fixer  les  idées,  l'équation  du  second  degré 

=  (y  —  *)[*"  +■  A,a>— •(  y  -  x)  +.  .  .  4-  A„,(j  -  ar)"], 

A,,   A,,..,  A,„  étant  des  coefficients  constants.   En  recherchant  sa 
solution  sous  la  forme 


V  ,yo{x) 


(y —  ■*•)' 


on  s'aperçoit  [formules  (j  )]  que  la  fonction  ^(x)  est  homogène  en  x 

et  de  degré /.On  est  donc  conduit  à  chercher  directement  '\i(x,y) 

sous  la  forme 


)•  —  .7' 
X  '  Il 


u(—   -)   étant   une   nouvelle    fonction    inconnue    d'une    variable. 
L'équation  (e)  s'écrit,  en  posant 

y  —  x 


i'"-'(r  —  .r)  +  .. 


,,  I        III  III  ni  .  •. 

f     .,-'//(  t  ).rT(i-i-T)T«(r^).rrfT=(j-.  r  )[.*•'»+  A, 

J Q  \  / 

/•'  fl—  -\  ~ 

f      k(t)«(-       ;)M4-:)!r/:    ■-/(.  +  A1/+...h-A, 


t'n  \ 
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et,  en  dérivant  une  fois  par  rapport  à  /, 


- 1 
</- 


a(f)«(o)(i  +  ()'+|    a(T)a'(^— ^J(i-t-T)3 

=  [  1  +  a  A ,  t  + . . .  -+-  (  m  -+-  1  )  A,„  *'"  ] . 


f  —  "  _,-' 


On  en  conclut  que  «  (o)  est  égal  à  i  et,  en  posant 

«(0  0-+-  0T  +  /*  "(t^)"'^')     ('"t"<J,i     rfr'=(i-nA, *  +  ...). 

(i+t')T  +  1 

d'où  en  divisant  par  (  1  +0%  puis  en  dérivant  par  rapport  à  /,  l'équa- 
tion intégrale 


(8)      „V)[.  +  (.  +  0~M+f'''(7+,)'''(T)-      ^v,=G(a 


dz 

(I  +  T)! 

propre  à  déterminer  la  dérivée  u'  (t).    La  fonction 

H-aA, 


G(0  =  4 

dt 


(< 


-0'      J 


est  une  fonction  connue. 


1 1 .  L'équation  (8)  peut  être  traitée  par  approximations  successives 
et  il  est  aisé  de  montrer  la  convergence  de  ces  approximations  au 
voisinage  de  /  =  o;  on  en  déduit  la  solution  de  l'équation  (V)  au  voisi- 
nage de  tout  point  x  =  a,  y  =  a,  a  étant  différent  de  zéro. 

L'étude  de  la  solution  ([/  (./-,  y)  au  voisinage  de  x  =  o,  y  =  o  néces- 
site au  contraire  la  connaissance  de  la  fonction  u'(l)  pour  toutes  les 
valeurs  de  /.  Cette  dernière  étude  est  difficile,  car,  s'il  est  très  aisé 
d'étudier  les  singularités  des  diverses  approximations  successives,  on 
n'est  plus  assuré,  l'équation  n'étant  pas  linéaire,  que  sa  solution  a  pour 
seules  singularités  celles  deces  approximations  successives  :  on  ne  peut 
plus  affirmer  la  convergence  de  la  série  des  approximations  succes- 
sives, partout  en  dehors  de  leurs  singularités;  il  y  a  même  bien  des 
chances  pour  que  cette  convergence  n'ait  pas  lieu. 
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CHAPITRE  IV. 

NOUVELLE    ÉTUDE    DES    FONCTIONS    PERMUTABLES    AVEC    UNE    FONCTION    DONNÉE. 

I.  —  But  de  ce  Chapitre;  un  théorème  sur  les  fonctions  permutables. 

1.  J'ai  été  conduit  aux  résultats  exposés  dans  ce  Chapitre,  en 
cherchant  à  répondre  à  diverses  questions  qui  se  posent  à  propos  d'un 
résultat  très  simple,  qui  a  joué  son  rôle  au  Chapitre  I  ('). 

Rappelons  d'abord  ce  résultat  :  so'\tf(x,y)  une  fonction  holomorphe 
dans  un  certain  domaine,  par  exemple 

(d)  |*|<R,         |j|<R, 

où  son  module  est  borné  par  le  nombre  M.  Soit  la  série 

(0  «o/(^,j)  ■+•  alp(x,y)+...-hanf»+i(x,y)+...; 

les  modules  de  ses  différents  termes  sont  respectivement  inférieurs 
aux  termes  de  la  série 

I  a,  I  M  +  I  a,  |  M'  \v~x\   + . . .  +.  I  a„  I  M"  »  |)'~,'r|"   +. . ., 


de  sorte  que  :  Si  la  série 

(2)  «o-t-a,-^ -t-...  +  a„  — +. . . 

représente  une  fonction  de  z  analytique  autour  de  l'origine,  la 
série  (1)  convergera  pour  x  et  y  situés  dans  le  domaine  (  d  )  et  de  plus 
suffisamment  voisins,  et  elle  représentera  une  fonction  m(x,y~)  per- 
mutable arec  f(x,  y). 

2.  A  ce  point,  il  est  naturel  de  se  poser  les  questions  suivantes: 
réciproquement,  peut-on  obtenir  toutes  les  fonctions  permutables 
a\ecf(x,  y)  par  des  séries  telles  que  (1)?  Si  c'est  impossible,  quelles 

(')  Cf.  Chapitre  I,  n"3  et  6. 
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sont  les  fonctions  permutables  avecf(x,  y~)  que  l'on  peut  obtenir  par 
des  séries  telles  que  (i)"? 

L'étude  de  ces  questions  est  très  simple  dans  un  cas  particulier  qui 
pourra  donner  une  idée  du  cas  général  :  prenons  f  (x, y)  =  i,  il  vient 
alors 

/^'(.r,r)=(-r--r)", 

et  les  fonctions  permutables  avec  f(x,  y)  sont  toutes  les  fonctions 
tp(y-x).  Celles  de  ces  fonctions  qui  sont  analytiques,  et  celles-là 
seulement,  admettent  des  développements  de  la  forme  (i).  Les  autres 
peuvent,  si  elles  sont  continues,  se  représenter  comme  séries  conver- 
gentes de  polynômes  symboliques 

(3)  2  \.«FA*>y)  +  «kt,f,(*,y)  +  .-.-h«it)f'+i(x,y)]; 

M^  n 
1 

c'est  le  théorème  même  de  Weierstrass  sur  le  développement  en  série 
de  polynômes  d'une  fonction  continue. 

L'étude  des  mêmes  questions  dans  le  cas  général,  étude  faite  dans 
ce  Chapitre,  nous  conduira  à  une  nouvelle  manière  de  répondre  à  la 
question  suivante  : 

Etant  donnée  une  fonction  f(x,  y)  holomorp/ie  autour  de  l'ori- 
gine {x  =  o,  y  =  o),  déterminer  toutes  les  fondions  holomorphes 
autour  de  V origine  et  permutables  avec  elle. 

Elle  nous  fournira  de  plus  des  résultats  importants  et  très  simples 
sur  les  fonctions  permutables  avec  une  fonction  f{x,y)  que  nous 
supposerons,  et  ce  sera  essentiel,  analytique. 

Remarquons  enfin  que  nous  aurons  ainsi,  pour  étudier  les  fonctions 
permutables,  deux  méthodes,  celle  du  (  lhapitre  II  et  celle-ci  :  si  elles 
s'appliquent  au  même  problème,  ces  deux  méthodes  s'y  appliquent  de 
façon  suffisamment  différente  pour  ne  pas  faire  double  emploi  et  pour 
mériter  d'être  étudiées  loutesdeux.  Elles  peuvent  d'ailleurs  se  prêter 
un  mutuelappui,  comme  nous  en  verrons  un  exemple  auparagraphelll. 

.">.  Voici,  d'abord,  un  théorème  sur  les  fondions  permutables  qui 

nous  servira  par  la  suite. 
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Théorème.  —  Si  deux  fonctions  permutables  f(x,  y)  et  z(x,y) 
admettent     respectivement    en    facteur   exactement    {y  —  x)a    et 

(y  —  x)b,  et  si  L'on  pose 

tp(x,y)  —  {y  —  .rf  h{x,y), 


on  a 

[ti(j\  .r)]"+' 


const. 


Nous  avons  déjà  démontré  ce  théorème  comme  conséquence  de  la 
recherche  des  fonctions  permutahlcs  effectuée  au  Chapitre  II.  Ici  nous 
procédons  en  sens  inverse  et  sur  le  théorème  précédent,  démontré 
directement,  nous  baserons  la  recherche  des  fonctions  permutables. 

En  voici  la  démonstration  directe  qui  nécessite  simplement  l'exis- 
tence et  la  continuité  des  premières  dérivées  de  f(x,  y)  et  z>(x,y)  ('). 
On  doit  avoir 

(4)  /     f{x,l)yti,y)di-f  ?(.r,  ;)/(£, y)<%=o, 

d'où,  en  dérivant  p  -+-  i  fois  par  rapport  à  y, 

2iidpï.Aa!>y')  9p-dy,  y)  -  <?(*,  y)/p-i(y,y)] 


-X 


[/(*»  ?)?/.+i(i-  r)  -t(^DA+i(Lv)]4  =  °> 


avec  les  notations  abrégées 


ET 


d'où,  en  faisant  y  =  .'', 
p      ' 


(  '  )  Cette  démonstration  est  donc  bien  plus  générale  que  celle  du  Chapitre  II  ; 
nulle  restriction  relative  à  l'ordre  ou  à  l'analy ticilé  n'e-.t  nécessaire. 
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Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  les  fonctions 

f(.r,jr),     /,(x.  .<■),      ...,     /<«_,(.*•,  x), 
<p(j?,  a?),     o,(.r,.c),      ...,     o,,_,(.r,x) 

sont  identiquement  nulles,  tandis  que 

fa(x,x),     o,,(jc,.v) 

ne  sont  pas  identiquement  nulles.  Alors  la  première  équation  (5  )  qui 
ne  soit  pas  vérifiée  identiquement,  correspond  hp  =  a  -+-  b  -+- 1  et  s'écrit 

(«  +  '  )/.<(•*•,  x)-r-yb(x,  x)-(b-i-i)  a,,(x,  ^^/«(^  ,i')  ~°> 

d'où  le  résultat  demandé 

[<p,,(.r,  .r)]«+' 

^- i; — -  =  const. 

Si  a  =  b  on  en  tire,  A  étant  une  constante, 

o„(.r,  .r)  —  //„(.;■,  ,r)  =  o, 

et,   si   b^>a,  il  suffira  de  prendre  X=o  pour  satisfaire  à  la  même 
équation,  d'où  le  corollaire  suivant,  d'un  grand  intérêt  pour  la  suite  : 

/(oc.  y)  et  z*(.v,y)  étant  des  fonctions  permutables  telles  que  la 
première  admette  exactement,  la  seconde  au  moins,  (  v — x  )"  en  fac- 
teur, on  peut  toujours  trouver  une  constante  A  et  une  seule  telle  que 

admette  au  moins  (y  —  x)  "+  '  en  fadeur. 


II.  Les  fonctions  analytiques  permutables  avec  une  fonction 
analytique  f(x,  y)  telle  que  f(x,x)  ne  soit  pas  identiquement 
nul. 

i.  Donnons  d'abord  une  définition  ;  considérons  un  développement. 
convergent  ou  non,  peu  importe  dans  ce  numéro,  procédant  sui\;ml 
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les  puissances  positives  de  x  ety.  Soit 

(6)  V    V    cpgxPyi; 

0  0 

nous  le  désignerons  par  la  notation  abrégée  f(x,  y).  Si  on  le  compose 
avec  lui-même  i,  2,  ...,  n  fois,  on  obtient  des  développements 
analogues 

>(.r,y),    F{x,y),     ...,    }^l(x,y) 

très  bien  définis.  De  plus,  leur  degré  minimum  total  par  rapport 
à  x  et  à  y  va  en  croissant  :  si  par  exemple  f(x,y)  commence  par  un 

terme  constant,  /'(x,  y)  commencera  par  des  termes  du   premier 

* 

degré,  /'  (x,  y)  par  des  termes  du  deuxième  degré,  etc.    Soient  alors 


des  nombres  arbitraires,  l'expression 

(7)  «0.  /V,  y)  +  «,./%!-,.  >•)+.. . -h  «„/»+1  (■*-,. >•)  +  •■  • 

représentera  un  développement  analogue  à  (6),  soit 

(8)  y  y  ?, •.,,'■'' y- 

Ceci  résulte  de  ce  que,  d'après  la  remarque  précédente,  il  n'entre  dans 
le  développement  (7)  qu'un  nombre  fini  de  termes  d'un  degré  déter- 
miné, de  termes  en  xp yq  par  exemple. 

Donnons-nous  inversement  un  développement  (8);  il  pourra 
arriver  qu'il  se  laisse  mettre  sous  la  forme  (7).  Si  cela  est,  il  sera  bien 
facile  de  le  reconnaître,  du  inoins  théoriquement,  et  les  a„  seront 
déterminés  de  façon  unique. 

Définition.  --  Nous  dirons  de  toute  série  (8  )  qui  se  laisse  mettre 
sous  la  forme  (7),  qu'elle  est  composée  de  f. 

.1.  Suit  une  fonction  f(&,y)  holomoiplie  autour  de  ./■  =  0,  y  =  o, 
et  telle  que  f(x,  x)  ne  soit  pas  identiquement  nul. 
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Nous  allons  déterminer,  d'abord  quant  à  leur  forme,  toutes  les 
fonctions  holomorplies  autour  de  l'origine  et  permutables  avec/(x,  y). 
En  effet  : 

I.  Toute  série  des  puissances  de  x  et  de  y  convergente  autour  de 
l'origine  et  composée  de  /(•£',  v)  représente  une  fonction  cp(.r,  _y) 
répondant  à  la  question. 

Car  si  ç>  (x,  y)  est  une  telle  série,  de  forme 

aj  +  «J*  +  •  •  •  +  0«/B+1  +  •  •  • , 
en  écrivant  que 

»  *  *     * 

./'?  =  <p/i 

on  obtient  certaines  relations  entre  lesa0,  a,,  ...,  a„,  ...,  relationsdont 
chacune  ne  contient,  d'après  une  remarque  précédente,  qu'un  nombre 
fini  de  ces  a0,  a,,  . . .,  a„, Comme  ces  relations  sont  vérifiées  iden- 
tiquement quand  les  a0,  a,,  ..  .,  an  sont  en  nombre  fini  non  nuls,  elles 
sont  identiquement  vérifiées. 

II  (Réciproque).  Toute  série  des  puissances  de  x  et  dey,  repré- 
sentant une  fonction  s(-r,  y)  holomorphe  autour  de  l'origine  et 
permutable  avec  f(x,  y),  est  composée  de  f. 

Appliquons  en  effet  le  corollaire  du  n°  5.  Les  fonctions  f(x, y), 

*  » 

f-(x,y),  . . .,  f"  +  '  (x,  y),  ...  admettent  respectivement  en  facteur 

(j—  '•)"'  (y  ~ a?)')  •••>  {y—  x)"i  •■■■  On  Peut  donc  trouver  un 
nombre  a0  tel  que 

<j)(.r.  >)—  a0/(.v,y) 

admette  au  moins  (y  —  x)  en  facteur,  et  généralement  un  nombre  a„ 
tel  que 

?(■'■»/)  —  ««/(»,  X)  — .  .  .—  a„  /"^(-r,  y  ) 

admette  au  moins  (v —  ./;)  "+'  en  fadeur.  Mais  alors  cette  différence 
n'a  pas  de  terme  en./;  et /de  degré  inférieure  //  -f-  1 .  Il  en  est  de  même 
de  la  différence 

Journ.  de  Math.  (7'  série),  tome  I.  —  Kasc.  I,  1915.  I<> 
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C'est  dire  que  cette  dernière  différence  est  identiquement  nulle,  ou 
que  <p(x,  y)  est  composée  àef(x,  y). 

Ainsi  nous  aurons  toutes  les  fonctions  $(%,  y)  permutables  avec 
f(z,y)  en  formant  tous  les  développements 

06 

c)  y  «,/"+i  (^,  v), 

tels  que  la  série 

y>    r        il'  vt 
m^^L /•'/■'    1    1 

obtenue  en  ordonnant  la  série  (7),  converge  autour  de  l'origine. 
Ceci  n'entraîne  pas  a  priori,  la  convergence  delà  série  (7).  Nous  allons 
voir  que  si,  en  cherchant  quelle  condition  ceci  entraîne  pour  o0, 
a , ,  . . . ,  an ,  .... 

6.  Nous  nous  restreindrons  d'abord,  dans  cette  étude,  au  cas  où  la 
fonction  y( x, y)  est  du  premier  ordre,  et  nous  supposerons  même 
que,  par  le  changement  de  variable  déjà  envisagé  au  Chapitre  II,  on 
l'ait  réduite  sous  une  forme  telle  que 

* 

Dans  un  certain  domaine  de  l'origine,  les  fonctions  — '-, ^—  seront 

(j  — ■*') 
holomorphes.  C'est  dire  qu'elles  admettront  par  exemple  pour  \x\~ih 

et    \y  —  a?|<R,    des    développements    convergents    (séries    entières 

de  y— x) 

(y-*) 


nlf"+>(x,y)_         y  )p„W{x) 


les  g"  (x)  étant  des  fonctions  holomorphes  de  x  pour  \x  |l  h. 

Nous  aurons  besoin  de  développements  majorant  les  précédents, 
c'est-à-dire  de  limites  supérieures  des 

Soit  d'abord 

~*  /' 

I 

Nous  pouvons  toujours  trouver  p  plus  petit  que  15  et  tel  qu'on  ait, 
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pour  |a?|<  h, 

le/'    W|<  — • 

Il  est  alors  aisé  de  prouver  le  lemme  suivant  : 

0//  peut  trouver  un  nombre  positif  a  tel  que  i  a  <  p  <?/  /<"/  y«e  dans 
le  domaine 

(D)  I  *\_<a,         l.r|  =  «. 

o/i  a/7 

/t!/"+'(-r,.y)  ._ 


(8) 


(y  —  x)' 


-2.<- 


)'#•'(*,  r). 


*tp(x'y)  èiant  une  fonction  de  x  et  y  analytique  dans  (D)  e*  Je/fc  y«e 

Iyj."'<*,j0|<£; 

/e  développement  (8)  eïanï,  puisque  ia  <  p,  convergent  dans  D. 

Il  suffit  de  prendre  a  assez  petit  pour  que  le  développement  précé- 
demment écrit  de /(./;, y)  vérifie  les  conditions  du  lemme  (  donc  a  <  2 

et  rt  <AJ.  Montrons  en  effet  que  si  le  lemme  est  vrai  pour  y**1  (a;,  y) 
il  est  vrai  pour  f"+2(x, y  ).  Il  vient 

>-(.,,  v)=r'  <i=f^2  «-*) "•/;"(-.;)]  [2  (7-*)"^) 

0  JL  « 

les  séries  qu'on  intègre  étant  absolument  et   uniformément  conver- 
gentes, on  en  tire 


=11" — il-    -  /  '"""(i-o" 

y  —  x)1    g"   \.r    |    l(y- 

_    _ 

J^   (/  —  *)" («4-0    ^      /     /'"/-(,_<)'/ 


•    7,."    h'''  .»-H-/(jr  — ./•  )|    g»  \.r    ï.t(y-X)]dt 

(«  +  •)!    | 


1  ;-./-' 

■    y««  |. ,-..,•  +  *(  v-.r)|    g»  [x+l(y-x)]dt 
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Reste  à  prouver  que 

yjT"(*.y)  =  (n  +  i)    V      f'tn+,{l_n, 

i+f=pJt 

Xyi"l[.r,.r  +  <(j-.r)|,i-y"[.r-H/(v-.r)]^ 

est  en  module  inférieur  à  —  dans  le  domaine  D.  Or 


h 


n+ii,  ,,    ,,  ,      V  ('*  4-  «)!  /!  '       • 

■  *  I     O  '      ri' 


("  -+-'+y  +  •)'  p'  py 


n  4-  i        J_     •y     («  +  <)!,/! 
"~   «4-/7  4-1    p''     .«-*        («+/>)! 

Il  faut  prouver  que 

(9)  "  +  1      V  («  +  Q!y: 

»  4-  />  4-  l     ^J       («+/;)! 

>i  «  =  o  cette  inégalité  est  vraie,  car  on  a  au  premier  membre  la  somme 
de  p  4-i  quantités  inférieures  ou  égales  à  i  divisée  par  p  4- 1.  Si  «>  i, 

elle  est  aussi  vérifiée  car  la  somme  V    contient  un  terme  égal  à  i  et 

p  termes  inférieurs  ou  égaux  à ;  le  premier  membre  de  (9)  est  donc 

inférieur  à 

//  4-  1        /  9      \  "4-1         ft  +  2B 

'  1  4- 


11  H- ]>  4-  1  \  «4-  />  /         n+/)  +  i     /i  -+-  J9 

Le  lemme  est  ainsi  démontré. 
On  peut  alors,  dans  un  domaine 

I  I  x  I     y., 

il)'. 

I   |jr-*|<R„ 

avec  a  4-  H,  <^a,  développer  y,"  (  ■''-.')  *<>us  la  forme 

■/;■  (.r.  y)  =V  {y --n' y/,  (*); 
les  y ,",  étant  des  fonctions  de  se  analj  tiques  dans  (D')  et  toiles  que 

1  -/•'<"<  ■<■*■)'  <iïïT<ïï^-- 
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En  ordonnant  la  série  double  ainsi  obtenue  suivant  les  puissances 
de  {y  —  ,v)  on  a  un  développement 


n\f»+*(x,y 


^  =  '+2  (j-^')"aV  (•'•), 


(y  — «) 

i 

et  il  résulte  des  inégalités  précédentes  que,  pour 


on  a 


\é?r(*)\<Eê1<±B> 


r  étant  un  nombre  qu'il  est  facile  d'assigner.  Nous  avons  ainsi  le  résultat 
suivant  : 

On  a 

— r — ^7r-='  +  >  (v-.ry i',!1  (.1). 

(y —  x)"  ^l> 

I 

il  existe  deux  nombres  r  et  a  tels  qw  pour 

I  •''  I  =  « 
on  ait 

U'," ■■(•'■)!<  ~ 

7.   Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  démontrer  le  résultat 
suivant,  qui  vient  compléter  ceux  du  n"  S  : 

Tout,-  f,>i, riion  <o(x,y),  permutable  avecf(x,y)  et  holomorphe 
autour  de  x  =  o,  y  =  o,  peut  s'écrire 

(io)       o (x,y)  —  a„  /( x,y)  +  0i  J- {x, y )  -+- . . .  +  an /"  i-> (x.. y )  -+-'. . . , 

les  a0,  a,,  . . .,  a,n  . . .  étant  arbitraires  sous  la  seule  restriction  que  la 
série 

~n 

",>  -hfl,;+...  +  ff   1-  -+-... 
«  ! 

représente,  autour  ,1,-  z  =  o,  une  fonction  holomorphe  de  z.  La 
série  (  to)  eslalors  absolument  convergente  dans  m,  certain  domaine 
autour  de  x  =  o,  y  =  o". 
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Faisons  dans  l'équation  (10)  ./;  =  o,  il  vient 
('■)  ?(o,/)  =  Y.   dpyP-\   «„V  ^-h\"\ 

mm>  p  ■^ ■  Il        ^"  /     ''  • 

0  II  0 

les  dp  étant  certains  coefficients,  les  h."  d'autres  coefficients  tels  que 

Et,  d'après  le  n°  5,  la  série  du  premier  membre  de  (i  i)  doit  être  iden- 
tiquement égale  à  celle  obtenue  en  ordonnant,  suivant  les  puissances 
dey,  le  second  membre  de  la  même  équation.  Donc 

dp—    >^   —r/iy", 
ou 


Nous  pouvons  toujours,  en  supposant  /•  assez  petit,  admettre  que 

M 


\dPl, 
nous  avons  aussi,  d'après  le  numéro  précédent, 

Les  ar  sont  donc  en  module  inférieurs  aux  a'  définis  par  les  relations 
.      ,  a'„        M       y?       a'p_i        i       , 

('2)  -^    -    —   +  >      -. ^—T-r   —  (/'  —  O,  I,   ...,00). 

p  l  /■/'  mm\t  (p  l  )  I     /•' 

1 

Mais  des  relations  (i  2  )  on  lire 


.  7.1'  M 

a„  —  ni 

Il  est  clair  alors  que  la  série 

■y  il,,  z'' 

Z  pi 

représentera  autour  de  l'origine  une  fonction  holomorphc  de  r. 


FONCTIONS     PERMUTABLES     DIO     M.     Y<  U.TEIHU .  TO, 

Ainsi  au,  a,,  ...,  an,,. . .  choisis,  comme  nous  devons  le  faire  au  n°o, 
de  façon  que  la  série  double 

ï  C        II'  V'I 

-Lr,iJ-    7  > 

obtenue  en  ordonnant  la  série 

représente  z(x,y),  sont  de  plus  tels  que  cette  série 

Irt„/"^'(.r,7) 

converge  absolument  et  uniformément  et  représente  donc  effecti- 
vement o(x,  y).  C'est  le  résultat  annoncé.  Il  peut  servirde  réciproque 
au  résultat  énoncé  au  n"  1,  et,  réunissant  dans  un  même  énoncé  la 
proposition  directe  et  la  réciproque,  on  peut  dire  : 

Théorème  fondamental.  —  On  obtiendra  foules  les  fonctions  analy- 
tiques permutables  avec  f(x,y)  en  formant  tous  les  développements 

«o/V,  y)  +  ",  /'(a;,  y  )+...+  «„  ./'"  M  (.r,  y)  -+- .  .  . , 
les  an,  at,  . . . ,  a„  étant  seulement  tels  que  la  série 


converge. 

8.  Indiquons  enfin  deux  propositions  qui  ne  sont  pas  essentiel- 
lement distinctes  de  la  précédente  et  dont  en  tout  cas  la  démonstration 
directe  est  très  simple,  après  les  considérations  du  n°  6. 

Si  une  série 
(12)  2a„  /«-*-'  {ce,  y) 

est  telle  qu  en  ordonnant  st-s  termes  par  rapport  aux  puissances  dex 
et  de  y  on  obtienne  une  série  double  'Lpï,qcpqxpy  convergente,  cette 
série  (12)  est  absolument  et  uniformément  convergente. 

Si  une  série 
('2)  2anf r,y) 

est  convergente  en  un  point  xny,  voisin  de  Vorigine  x  =  o,  y  =  0, 
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les  an  sont  tels  que  lu  série 


n  ! 


converge  et  la  série  (12)  converge  pour  tout  le  voisinage  de  x  =  o, 
y  =  o. 

9.   Le  résultat  fondamental  du  n°  7  semble  limité  au  cas  d'une  fonc- 
tion f{x,y)  telle  que 

(i3)  /(*,a?)  =  i. 

Mais  comme  le  changement  de  variable  employé  pour  réaliser  cette 
égalité  (i3)  ne  modifie  pas  les  nombres  an  introduits  au  n°  i>,  le 
théorème  fondamental  subsiste  pour  toute  fonction  liolomorphe /(;t,jk) 
autour  d'un  point  .r  =  a,  y  =  a,  où  elle  est  du  premier  ordre. 

La  restriction  de  l'ordre  est  elle-même  sans  importance.  Soit 
/{■r,  y)  homolorphe  autour  de  x  =  a,  y  =  a,  quand  le  point  du  plan 
complexe  a  est  intérieur  à  une  aire  A,  et  telle  quef(x,x)  ne  soit  pas 
identiquement  nul.  Elle  est  du  premier  ordre,  sauf  autour  des  points 
de  l'aire  A  qui  vérifient  l'équation 

f(œ,x)  =  i. 

Ce  sont  des  points  isolés.  Soit  alors  une  fonction  y(x,y)  permutable 
a\ec/(x,y)  et  analytique  autour  d'un  point  x  =  a,  y  =  a  intérieur  à 
l'aire  A.  On  pourra  toujours  supposer  que  a  ne  soit  pas  un  zéro 
de  f(x,  x).  Mais  alors  on  aura 

(■3)  9(,Cj)  =  ^„/-'(.'-j), 

les  a„  étant  tels  que 

la"in 

converge.  La  série  (i3)  converge  donc  et  représente  ®(x,y)  au  voisi- 
nage; de  n'importe  quel  point  ./;=fi,  y=  (3  intérieur  à  l'aire  A,  et 
même  an  voisinage  des  zéros  de  f(x,  x).  (  l'est,  dans  le  cas  particulier 
où  f  (x,x )  n'est  pas  identiquement  /////,  et  dans  ce  cas  seulement^ 
un  complément  important  au  résultat  du  (  lhapitre  II  (n"  12)  :  Tout»' 
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fonction  permutable  avec  f(x,y)  et  holomorphe  autour  d'un  point 
de  la  multiplicité  y  =  x  est  holomorphe  autour  de  tous  les  points  de 
celle  multiplicité,  y  compris  les  zéros  def(x,  x). 

On  aurait  pu  faire  l'étude  des  fonctions  tf(x,y)  au  voisinage  d'un 
zéro  de /(a?,  a;)  par  là  méthode  du  Chapitre  II,  généralisée  comme  nous 
l'avons  brièvement  indiqué  au  Chapitre  III  (n°  2)  :  on  est  alors  conduit 
à  définir  les  fonctions  permutables  par  des  approximations  successives 
qui  ont  des  singularités  autour  de  ce  zéro,  alors  que,  d'après  le  résultat 
précédent,  les  fonctions  permutables  elles-mêmes  n'en  possèdent  pas. 
Ainsi,  au  moins  dans  ce  cas,  la  méthode  du  Chapitre  II 7(n°2)  donne 
une  idée  très  imparfaite  et  trop  complexe  de  la  nature  analytique 
des  fonctions  permutables  avec  f(x,y).  C'est  pourquoi  nous  ne  nous 
sommes  pas  attachés  au  développement  de  cette  méthode. 

10.  Voici,  enfin,  des  applications  des  considérations  précédentes  à 
la  résolution  d'équations  intégrales  des  deux  types  envisagés  précé- 
demment, c'est-à-dire 

(>4)  <k-<p 

et 

(i5)  X"  =  w, 

m(x,y),   '\i(x,y),   u>(x-,y)    étant   des   fonctions   connues   et   y^(x,y) 
l'inconnue. 

Imaginons  que  ï»,  '|,  w  soient  holomorphes  autour  de  x  =■  a, y  =  a, 
a  étant  un  point  de  l'aire  (A)  précédente  et  qu'ils  soient  permutables 
<\xecf(x,y).  On  pourra  les  représenter,  quand  x  et  y  seront  voisins 
d'un  point  quelconque  de  l'aire  (A)  par  les  séries  convergentes 

?(^,y)=/°(«0+«i/-+-  ««/*+•  ■•)> 
(,6)  t(^y)=/''((3o  +  (3,/+|3î/s+...), 

w(.z,j)  =/'(-/„  +  -/, ./-(-  y,/*4-.  ■  .), 

avec  |  pour  (pie  (  1  i  )  et  (i5  )  aient  des  solutions | 

a  >  b         et         c  multiple  de  //. 

On  pourra  donc  représenter  '/(x,  y)  par  des  développements  du  même 
type,  eux  aussi  convergents  au  voisinage  de  tout  point  du  domaine  (  V  ï: 

Journ.  de  Math.  (~)'  série),  tome  I.  —  Kasc.  1,  igi 5.  '  ' 
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ces  développements  étant  obtenus,  pour  l'équation  (iq)  par  quotient 
des  deux  séries  (16)  et  (17),  pour  l'équation  (i5)  par  Vexlraction 
(Pane  racine  n"'mc  de  la  série  (18). 

Le  résultat  obtenu,  bien  fait  pour  mettre  en  évidence  l'importance 
de  la  notion  de  permutabilité,  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Si  les  données  d'une  équation  (iq)  ou  (ir>)  sont  analytiques  et 
permutables  avec  une  fonction  f(x, y)  telle  que  f(x,x)  ne  soit  pas 
identiquement  nul,  la  solution  n  admet  les poi rits  où  f(x,  x)  s  annule 
que  comme  singularités  apparentes. 

Nous  sommes  en  chacun  de  ces  points  dans  les  conditions  étudiées 
au  Chapitre  I  (n°  i«5). 


III.  —  Les  fonctions  non  analytiques  permutables   avec  f(.i-.y) 
telle  que  f(x,x)  ne  soit  pas  identiquement  nul. 

1 1.  Nous  utiliserons  ici  simultanément  les  méthodes  du  Chapitre  II 
et  celles  du  paragraphe  précédent.  Commençons  par  quelques  re- 
marques préliminaires:  Supposons  qu'autour  de  l'origine  f(x,x)=  i(') 
et  posons 

/"+1(  o,/)  =/„(/). 


Nous  aurons 


/-w=S(^2/'v  ) 


avec 


IVI<77- 

Remarquons  d'autre  part  que  nous  avons  démontré  incidemment  que  : 

Si  o(y)  est  une  fonction  holomorphe  de  y  pour  \y\^r^  on  peut 
déterminer  un   nombre  i\   tel  qm-  o{y)  soit  développable  dans  le 

(')  Celte  supposition  n'aya.nl,  comme  précédemment,  pas  d'influence  sur  les 
résultats  qui  seront  valables  an  voisinage  de  tout  point  y  =  x  autour  duquel 
f(x,y)  est  du  premier  ordre.  La  restriction  de  Tordre  est  maintenant  essen- 
tielle. 
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domaine  \y\<r,  en  série  absolument  et  uniformément  convergente 
('9)  «o  /o(/)  +  «i/i(.r)  -+-...+  an  /„(/)+... . 

Il  faudra  en  effet  déterminer  les  an  par  la   condition  déjà   écrite 

<n°7> 

0  0  0 

Mais  si  |  ç>  (  y  )  |  <  M,  nous  avons 

,  _»  ,       M        M 

l^l<7.<77' 

en  diminuant  r  si  c'est  nécessaire.  Les  calculs  du  n°  7  donnent  alors 

|o.l<«!  (-Ym 


et  permettent  dès  lors  d'affirmer  la  convergence  de  la  série  (19)  dans 
le  domaine 

lrl^.<f 

On  peut  alors  prouver  que  : 

Si  z(y)  est  une  fonction  de  la  variable  réelle  y  continue 
pour  —  r0<^y  <  + /'„,  on  peut  trouver  un  nombre  r,  et  des  con- 
stantes ot™  tels  que,  dans  le  domaine  —  r,  <C  v  <C-h  r\,  on  ail 

0 

cette  série  étant  absolument  et  uniformément  convergente . 

Il  suffit  pour  cela  de  prouver  que  l'on  peut,  par  un  polynôme 
en/o(.7)>  f\{y)i  •••)  approcher  de  <f(y)'d  moins  de  e.  C'est  tout  à 
fait  immédiat.  On  peut  tout  d'abord  trouver  un  polynôme  ordinaire 
en  y,  'S(y),  tel  que 

\<?(y)  —  ®(y)\<-      pou.-  —  r„<y  ;+/•„. 

Prenant  alors  /•,,  nombre  quelconque  inférieur  à-,  on  peut  trouver, 
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d'après  le  résultat  précédent,  une  suite 

/' 

E     «nfn(y) 

y 

telle  que,  pour  |  y  |  <  /•, ,  on  ait 

r 

0 

d'où,  pour  —  /-,  =y'= ;-+-  r,, 


?(y)— E  a».My) 


£ 
<  -> 

2 


< 


C..  y.  F.  1). 


12.  Il  n'est  plus  difficile  maintenant  de  démontrer  le  résultat 
essentiel  que  nous  avons  en  vue  dans  ce  paragraphe. 

Théorème.  —  Toutes  les  fonctions  o(x,y)  des  variables  réelles  x 
et  y,  définies  et  continues  dans  le  voisinage  de  V origine  et  y  étant 
permutables  avec  f(x, y),  sont  développables ,  dans  le  voisinage 
de  l'origine,  en  série  uniformément  et  absolument  convergente  de 
type 

(.9)    ilx;y)=y.   W/(.r,r)  -ho'r/H*,  /)+•••+  <"/"+,(^  v)]. 


En  effet,  d'après  les  résultats  du  Chapitre  II  (n°  6),  une  fonc- 
tion y(x,y)  permutable  avec  f(x,y)  peut  être  caractérisée  par  ses 
valeurs 

et  est  alors  donnée  par  la  formule 

01. r,  y)  =  w(y  —  .r)  +-/         5ï(yi)L(yi  \x,  y)d-n. 

Tout  revient  donc  à  démontrer  le  développement  (19)  où  l'on  faitx  =  o; 
mais  c'est  précisément  ce  que  nous  avons  fait  au  numéro  précédent. 
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15.  Insistons  sur  la  signification  des  résultats  ainsi  obtenus.  Toutes 
les  fonctions  permutables  avec  l'unité  sont  de  forme  o(y  —  x),  ce  sont 
les  fonctions  d'une  variable  y  —  x.  Toutes  les  fonctions  permutables 
a.vecf(x,y),  fonctions  dont  l'ensemble  dépend  aussi  d'une  fonction 
arbitraire,  peuvent  être  considérées  comme  généralisant  les  fonctions 
d'une  variable.  Les  propriétés  démontrées  dans  les  deux  paragraphes 
précédents  ne  font  que  généraliser  les  propriétés  classiques  des  fonc- 
tions d'une  variable  : 

Toute  fonction  analytique  d'une  variable  est  développable  en  série 
de  Taylor. 

Toute  fonction  continue  d'une  variable  est  développable  en  série  de 
polynômes. 

Il  est  aisé  de  poursuivre  plus  loin  l'analogie  :  nous  allons  montrer 
que  la  théorie  des  polynômes  de  Tchebicheff  s'étend  sans  difficultés. 

14.  Soient  f(x,y)  et  o{x,y)  deux  fonctions  permutables  des 
variables  réelles  x  ely,  définies  et  continues  dans  un  domaine  te,  par 
exemple  celui  que  nous  avons  couvert  de  hachures  dans  la   figure 


Fig.  .")  bis. 

ci-dessus.  Essayons  de  représenter  /(.r,  y),  dans  ce  domaine,  parmi 
polynôme  symbolique 

A,/-t-A1/»  +  ...+  AB/"+« 
et  formons  la  différence 

y  =  <p  -  A0/—  A ,  p  -...—  An/«-«. 

La  fonction  \y\,  continue  dans  le  domaine  CD,  y  atteindra  au  moins  une 
fois  son  maximum  ///.  Quand  les  coefficients  A0,  A,,  ...,  A„  vont 
varier,  ce  maximum  sera  une  fonction 

"<(A0,  A, \„). 
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C'est  une  fonction  continue,  constamment  positive  si  nous  admettons, 
ce  qui  n'est  pas  une  restriction,  que  o  ne  coïncide  pas  avec  Tune  des 
fonctions 

Ao/+A1/*  +  ...  +  A„/». 

Cette  fonction  m(A„,  A,,  ...,  A„)  aura  donc  une  limite  inférieure  4u 
lorsque  les  nombres  A0,  A,,  ...,  A„  prennent  toutes  les  valeurs 
possibles. 

Reste  à  prouver  que  cette  limite  inférieure  est  effectivement  atteinte. 
Pour  cela,  nous  remarquerons,  comme  dans  la  théorie  ordinaire  des 
polynômes  de  Tchebicheff  ('  ),  que  l'on  a 

fjtS  m(o,  o,  .  .  .,  o)  —  max  |  o(.r,  y)  |  —  iM  ; 

nous  pouvons  donc,  sans  modifier  le  minimum,  nous  restreindre  aux 
polynômes  pour  lesquels  on  a 

m  <  M, 

Mais  ces  polynômes  sont  tels  que  les  modules  de  leurs  coefficients 
soient  bornés,  car  de 


on  tire 


cpU-.  r)-A„/-A1/=-...|<M, 
|  A,/  +A,/*  -+-...  |<aM. 


Cela  suffira  à  prouver  que  A0,  A,,  ...  sont  bornés  supérieurement  si 
l'on  peut  trouver  n  -+-  i  systèmes  de  valeurs  de  a;  et  dey 


CI^'l5         "''a.1'-.!!  ■'••»         ''/I.'/l-  ''n  +  lJiH-l 


tels  que  le  déterminant 


.1  nW       Jn+\         •  •  '       J  n  \  1 


(')  Cf.  Borel,  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions  de  variable  réelle,  p.  82 
el  --iiiv. 
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ne  soit  pas  nul.  Les  coefficients  A0,  A,,  ...,  A„  peuvent  alors  s'obtenir 
par  résolution  d'équations  du  premier  degré  à  déterminant  non  nul  et 
à  second  membre  borné  par  la  quantité  2M;  ils  sont  donc  bornés. 

Qu'il  soit  possible  de  trouver  les  (n  +■  1)  systèmes  de  valeurs  de  x 
et  de  y,  c'est  une  conséquence  de  la  proposition  immédiate  suivante  :  il 
ne  peut  exister,  quels  que  soient  x  et  y,  une  relation  de  forme 

M0/  -+-  M, /-  4- . . .  +  M„/"+'  =  o 

sans  que  l'on  ait 

M0=M1  =  ...=  M„. 

Le  déterminant  précédent  peut  en  effet  s'écrire 

M,/1+M,/«  +  ...+  mJ'+i  =  o, 

M„,  M,,  ...,  M„  étant  des  constantes  en  x,  et  y,.  S'il  n'existe  pas  de 
système  x\,  y,  tel  qu'il  soit  différent  de  zéro,  c'est  que  M0  en  parti- 
culier sera  nul.  Mais  c'est  un  déterminant  de  même  type  à  une  ligne 
de  moins,  etc. 

Nous  avons  montré  ainsi  l'existence  d'un  polynôme  d'approximation. 
On  voit  comme  les  raisonnements  suivent  pas  à  pas  ceux  de  la  théorie 
ordinaire  des  polynômes  de  Tchebicheff. 


IV.  —  Les  fonctions  permutables  avec  une  fonction  analytique  f{x,y) 
admettant  [y  —  x)n  en  facteur. 

li>.  Nous  nous  restreignons  de  nouveau  dans  ce  Chapitre  à  la 
recherche  des  fonctions  analytiques  permutables  avec  /(x,  y). 

Prenons  donc  une  fonction /(■>', y)  quelconque  holomorphe  quand  x 
et  y  sont  voisins  d'un  point  a  intérieur  à  un  domaine  <£>  du  plan 
complexe.  Elle  pourra  avoir  en  facteur  une  puissance  quelconque 
de  {y  —  x)  :  soit  (y  —  x)n.  Nous  venons  de  traiter  le  cas  <\c  11,  =  o; 
si  //  >  o,  la  première  dérivée  de  /non  identiquement  nulle  pour  y  —  x 
sera 

d"  fir.vY 


y=x 


c  est  une  fonction  de  x  holomorphe  dans  a>  et  pouvant  y  avoir  des 
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zéros  isolés  a,  ô,  c,  —  Résolvons  alors  l'équation 

(i)  &+Hx,y)  =  A.r,  y), 

ce  que  nous  savons  faire.  Nous  déterminons  ainsi  une  fonction  holo- 
morphe  au  voisinage  de  tout  point  x=y  =  ct,  a  étant  un  point  du 
domaine  (D  ne  coïncidant  pas  avec  «,  b,  c,  ....  Les  fonctions  permu- 
tables avec  /{x,  y)  seront  les  mêmes  que  les  fonctions  permutables  avec 
I/( ./;,  y).  En  elfet,  il  est  d'abord  évident  que  toute  fonction  permutable 
avec  <\>(x,y)  le  sera  a\ecf(x,y);  inversement,  si 

y'cp  =  o/        ou         ii" hl  tp  =  tp  ij/"-1-' , 
je  dis  que 


En  effet,  posons 


d/  o  z=  <p  d. 


'I/O  —  tp  d/  =  y. 


Il  vient  pour  y  l'équation 

(  2  )  ty"  i  -+-  i"-1  •/  <\i  -+- . . .  ■+■  '/  <h"  =  o, 

d'où  l'on  conclut  que  y  est  identiquement  nul  [cf.  Chap.  III  (n°  G), 

éq-(7)l- 

Mais    ■l(x,.i;)  n'est  pas  identiquement  nul.    Nous  pouvons  donc 

appliquer  à  la  recherche  des  fonctions  permutables  avec  ^(x,y)  les 
méthodes  des  paragraphes  précédents  et  dire  : 

Toute  fonction  permutable  avec  J\  x,  y  )  et  holomorphe  autour 
d'un  point  de  la  multiplicité  y  =  x  est  holomorphe  autour  de  tout 
point  de  cette  multiplicité,  mis  à  part  les  zéros  de  la  première 
dérivée  de  f non  identiquement  nulle  pour  x  =  y,  elle  est  donnée  par 
un  développement 

Y    a.,-!1'  •'(.'■,  y), 

0 

les  coefficients  au  étant  tels  que  la  série 

V  1 

converge. 
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Parmi  les  conséquences  immédiates  de  cette  forme  des  fonctions 
permutables,  citons  le  théorème  démontré  par  M.  Vessiot  (cf. 
Chap.  II,  n°  5)  :  «  Deux  fonctions  permutables  avec  une  même 
troisième  sont  permutables  entre  elles.  »  Mais  nous  supposons  ici  les 
fonctions  analytiques. 

1(>.  Un  cas  important  à  caractériser  sera  celui  où  l'un  des  zéros, 
a  par  exemple,  serait  un  point  régulier  pour  toutes  les  fonctions 
permutables  avec /"(x,  y).  Il  sera  pour  cela  nécessaire  el  suffisant 
que  la  solution  ty(x,  y)  de  l'équation  (i)  soit  holomorphe  autour 
de  x  =  y  ■=.  a.  Nous  savons  (Chap.  III,  n°  8)  reconnaître  s'il  en  est 
ainsi. 

La  condition  est  en  effet  nécessaire  puisque  ty(x,  y)  est  l'une 
particulière  des  fonctions  cherchées,  elle  est  suffisante  d'après  le 
résultat  du  n°  9  sur  les  fonctions  permutables  avec  une  fonction 
n'admettant  pas  y  —  x  en  facteur. 

17.  Plaçons-nous  dans  le  cas  où  cette  circonstance  ne  se  produit 
pas  en  a,  a  étant  par  exemple  l'origine.  Dans  ce  cas  il  existe  des  fonctions 
permutables  avec  f(x,  y)  et  non  holomorphes  autour  de  x  =  y  =  o  : 
que  peut-on  dire  alors  de  celles  des  fonctions  z(x,y)  permutables 
avec  f(x,  y)  qui  sont  holomorphes  à  l'origine  ?  Cette  question  est 
bien  dans  l'ordre  d'idées  qui  nous  a  occupé  tout  le  long  de  ce 
travail. 

Il  est  clair  qu'il  existe  des  fonctions  zi(x,  y)  holomorphes  autour 
de  x  =y  =  o;  par  exemple  les  fonctions 

(3)  a0f(  x,  y)  +  a,  /*(*,  y)  -h. .  .  +  a»/"*'  (*,  y)  +  . . ., 

les  nombres  a0,  a,,  ...,  a„,  ...  étant  tels  que  ~Lan  —}  converge.  La 
formule  (3)  peut-elle  inversement  représenter  toutes  les  fonctions 
permutables  avec  f  el  holomorphes  autour  de  l'origine?  C'est  la 
question  que  nous  allons  étudier  et  qui  se  rapproche  de  celle  à 
Laquelle  nous  avons  consacré  le  début  de  ce  Chapitre. 
Dans  le  cas  que  nous  allons  étudier,  l'équation 

(i)  'V' "(-'-..O   -/(x,  y) 

Journ.  de  Math.  (7*  série),  tome   I.  —  Fasc.  I,  191,1.  12 
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n'a  pas  de  solution  holomorphe  autour  de  l'origine.  Mais  il  pourra 
arriver  qu'une  autre  équation 

(4)  •hP(x,y)=/(.r.y) 

ait  une  solution  holomorphe  autour  de  l'origine.  Nous  remplacerons 
alors  la  fonction  /  par  la  fonction  <\>.  De  sorte  que,  dans  l'étude 
suivante,  nous  pourrons  supposer,  et  c'est  essentiel,  que  : 

A.  Aucune  équation  (elle  que  (4)  n'a  de  solution  holomorphe 
autour  de  x  =  y  =  o. 

18.   Cherchons  alors  à  démontrer  que 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  série  de  Taylor 
convergente 

ï  C       Xf Ml 

représente  une  fonction  0>(a?,  y)  permutable  avec  f(-r,  y)  est  quelle 
soit  composée  de  f(œ,  y)- 

Je  crois  ce  résultat  exact,  sauf  peut-être  dans  des  cas  très  parti- 
culiers; j'indiquerai  plus  loin  des  cas  étendus  dans  lesquels  on  peut 
le  démontrer.  Je  vais  prouver  ici  qu'il  serait  conséquence  du  résultat 
suivant,  auquel  il  est  d'ailleurs  tout  à  fait  équivalent  : 

13.    Toute  équation  en '\>(x,  y) 

/,$(*,  y)  =  F,(*l.y), 

où  F,  (a?, y)  et  f,  (.c,y)  sont  des  fonctions  holomorphes  autour  de 
i 'origine  et  permutables  avec  f(x,  y),  admet,  autour  de  l'origine, 
une  solution  holomorphe. 

Soit,  en  effet,  cp(.r,  y)  une  fonction  régulière  autour  de  x  =  y  =  o 
et  permutable  avec/(.r,  y).  Elle  admet  au  moins  (y  —  x)"en  facteur. 
Si,  en  effet,  elle  admet  seulement  en  facteur  (y  —  x)p{p  ><  n),  la  réso- 
lution de  l'équation 

<f  +  -  / 
donnera  une  nouvelle  fonction  holomorphe  ty(x,y)  permutable  avec 
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les  précédentes  et  ayant  en  facteur  (y  —  x)q  (q  <  n).  D'où,  si  p  >  q 
par  exemple,  une  troisième  fonction  /  telle  que 

'I  y.  =  ?• 

Toutes  les  fonctions  ainsi  obtenues  sont,  d'après  l'hypothèse  B,  holo- 
morphes;  l'exposant  de  (y  —  a?)  y  va  en  décroissant.  On  pourra  arriver 
ainsi  à  une  fonction  holomorphe  permutable  avec  f(x,  y)  et  n'admet- 
tant plus  (y  —  x)  en  facteur,  cela  voudra  dire  (n°  10)  que  l'équation 

i»+>(ar,y)=/ 

admet  une  solution  holomorphe,  ce  qui  contredit  A.  Ou  bien  le 
procédé  s'arrêtera;  il  faudra  alors  qu'à  un  moment  donné  deux  des 
fonctions,  'j/  et  /  par  exemple,  aient  en  facteur  la  même  puissance 
de  y  —  x,  soit  (y  —  x)b  :  alors  on  ne  pourra  pas  écrire  l'équation 
suivante.  Mais  il  est  aisé  de  voir  alors  que  n  =  ah  -+-  a  —  i,  a  étant 
un  entier,  et  de  prouver  qu'en  vertu  de  l'hypothèse  B  l'équation 

admettrait  une  solution  holomorphe  autour  de  l'origine;  ce  qui 
contredit  encore  l'hypothèse  A. 

La  fonction  ©(#,  y)  admet  donc  au  moins  (y  —  ./•)"  en  facteur. 
Mais  alors,  d'après  le  corollaire  du  n°  5,  on  peut  trouver  une  con- 
stante aa  telle  que 

admette  au  moins  (y  —  ,r)"+l  en  facteur.  Celte  nouvelle  fonction 
admettra  au  moins  (y  —  ./)2"  '  en  fadeur,  sinon  on  en  déduirait,  par 
résolution  de 

une  fonction  holomorphe  permutable  avec  f  et  admettant  moins 
de  (y  —  x)n  en  facteur.  On  pourra  donc  trouver  une  nouvelle  con- 
stante «,  telle  que 

9(o?,  y)  —  a9f(.r,  y)  —  a,  f*(x,  y) 

admette  en  facteur  au  moins  (y  —x)-"'-.  Mais  cette  différence  aura 
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alors  au  moins  (y  —  x)3"^2  en  facteur  et  ainsi  de  suite.  Le  lecteur 
s'est  déjà  aperçu  que  la  démonstration  se  développe  toute  parallèle 
à  celle  que  nous  avons  donnée  pour  n  =  o,  à  cela  près  qu'il  a  fallu 
admettre  la  proposition  B. 

19.  Il  faut  étudier  cette  proposition  B.  Je  n'ai  pu,  ni  démontrer  en 
général  que  : 

B'.    Toute  équation 

telle  que  f,  et  <p,  soient  holomorphes  autour  de  x=y  =  o  et  per- 
mutables, a  une  solution  liolomorphe;  ni  donner  des  exemples  du 
contraire.  Je  me  contente  de  faire  observer  que  la  proposition  B'  serait 
une  conséquence  de  la  suivante  : 

C.  Une  fonction  analytique,  permutable  avec  une  fonction  holo- 
morphe  autour  de  l'origine  x  =  y  =  o  et  qui  admet,  au  voisinage 
de  cette  origine,  les  seules  multiplicités  de  ramification  x  =  o 
et  y  =  o,  est  tout  à  fait  régulière  autour  de  x  =y  =  o. 

C  entraine  bien  B',  car  la  solution  ^  de  l'équation  y,<|/  =  Fl 
admet,  d'après  les  résultats  du  Cbapitre  I,  les  seules  ramifi- 
cations x  =  o  et  y  =  o. 

Or,  si  par  les  métbodes  que  j'ai  rapidement  indiquées  au  Cba- 
pitre III,  on  pousse,  un  peu  plus  que  nous  ne  l'avons  fait,  l'étude  de  la 
singularité  autour  de  x=y  =  o  des  fonctions  permutables  avec 
f "(.x-,  y),  on  se  rendra  compte  que  la  proposition  C  est  vraie,  au 
moins  en  général. 

20.  Laissant  de  côté  la  démonstration  de  B',  nous  allons  considérer 
un  cas  étendu  où  celle  proposition  est  vraie,  et  où  l'on  peut  affirmer, 
par  conséquent,  le  théorème  de  la  page  90. 

Considérons  la  dérivée 


l'^.l.  ,   /.<-)■ 
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elle  admet  un  développement  de  forme 

xi'(i  ■+■  «iX  +  v.,jo-  +  .  .  .), 

p  étant  un  entier  positif.  Le  cas  où  p  est  nul  a  été  étudié  déjà  et 
n'offre  pas  de  difficultés.  Nous  allons  démontrer  le  théorème  de  la 
page  90  dans  le  cas  où  p  et  «  4-  [  sont  premiers  entre  eux  :  nous 
montrerons  en  effet  que  dans  ces  conditions  une  fonction  holomorphe 
permutable  avec  f(x,y)  doit  admettre  en  facteur  (y  —  x)  à  une 
puissance  égale  à  un  multiple  de  //  -+-  1  moins  1  ;  et  c'est  là  la  consé- 
quence de  la  proposition  B  qui  nous  a  servi  à  prouver  le  théorème  de 
la  page  90. 

Soit,   en  effet,   o(x,y)  permutable  avec  /( x,  y),   admettant  en 
facteur  (y  —  x)n'  et  telle  que 

[— '?J'«:-V)"],_    =?«■(*,*)  =  *''(?.+ P.* +  ••■), 
on  doit  avoir  (/;/'.  n°  5) 


d'où 


L  '  " 'J  ,    ,  z=z  const., 


ou 


p'(n  +  i)=p(n'+  1), 

et,  comme  p  et  //  +  1  sont  premiers  entre  eux,  on  en  tire 

(/t'-Hi)=*(/i  +  1). 

>.  étant  entier.  (  l'est  le  résultat  annoncé. 

Sans  qu'il  soit  besoin  d'insister,  on  voit  qu'on  pourra  démontrer 
Le  théorème  de  La  page  90  dans  des  cas  de  plus  en  plus  étendus. 

21.  Lorsque  le  théorème  de  la  page  90  est  vrai,  toutes  les  fonc- 
tions o(x,y)  holomorphes  autour  de  x  =  o,  y  =  0  et  permutables 
avec/(#,  y)  s'obtiennent  en  prenant  tous  les  développements 

«»/-+-  «1/2  +  "iP  +  ...+  "„/"  <  '  +  ..., 
les  constantes  a0,  a,,  . . .,  a„  étant  arbitraires  sous  La  seule  restriction 
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que  la  série 
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1c„„xpyi 


converge.  Précisons  la  condition  ainsi  imposée  à  ces  constantes. 

Soit  <\>(x,y)  la  fonction,  non  régulière  autour  de  l'origine,  telle 
que 

.V+'(.r,7)  =  /(.r,  v). 

Autour  d'un  point  x  =  y  =  a,  distinct  de  l'origine,  mais  voisin,  on  a 
la  série 

convergeant.  Mais  nécessairement 


de  sorte  que  ces  a„  doivent  être  tels  que  la  série 


(') 


2d  (pn-i 


n     zpn+p+n 


a„zP 


n)\ 


--J  (  pu  +  p  H-  «  )  ! 


converge.  Cette  condition  est  d'ailleurs  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  imposée  aux  ap  :  je  dis  en  effet  qu'elle  entraîne  la  conver- 
gence absolue  et  uniforme,  autour  de  x  —  y  =  o,  de  la  série 

(2)  If  7,,/V'  (./-.V). 

Faisons  en  effet  varier  x  cl  y  dans  le  domaine  suivant  :  ils  sont  tous 


deux  intérieurs  ;'i  un  petit  cercle  (  '.   de  rayon  p  dont  le  centre  décrit 
un  cercle  C  de  centre  l'origine  et  de  rayon  /'.  Dans  un  tel  domaine, 
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si  le  rayon  p  est  assez  petit,  la  série  (2)  converge,  car  ses  termes  sont 
en  modules  inférieurs  à  ceux  de  la  série 


V  —  X  \P"+P-*-n 

—  Npn+p-M+i 
\  1  ) 


N  étant  un  maximum  de  ']>(x,  y).  Or,  on  peut  écrire  la  série  (2) 

(2')  Y    {y  —  x)P"-+p+"Hp{x,  y), 

p 

ïïp(.c,  y)  étant  holomorphe  quand  x  et  y  sont  voisins  de  zéro;  Up(x,y) 
est,  lorsque  x  et  y  restent  dans  le  domaine  précédent,  limité  par  —  , 
R  étant  un  nombre  bien  choisi.  Il  est  alors  facile  de  trouver  un  déve- 
loppement majorant  Rp(x,  y)  au  voisinage  de  l'origine;  car  si  x  est  le 
centre  du  cercle  C,  on  a 

n„(.v,  y)  =  2(y  —  jc)mp<,,{.r), 
UM(x)  étant  une  fonction  de  x  régulière  dans  et  sur  le  cercle  C  et 
inférieure  à  ~  puisque  le  développement  précédent  converge  dans 
et  sur  C.  La  fonction  Up</(x)  est  donc  majorée  dans  C  par 


\\p  n-,  {  ,  _  f 


et  \\r(.r,y)  par 


'P\ 


1 


H"    /  y  +  x 


(-^)(-?) 


Il  n'en  faut  pas  plus  pour  affirmer  la  convergence  absolue  et  uniforme 
autour  de  l'origine  de  (2')  ou  de  (2). 

22.    Une  remarque  pour  terminer.  Nous  avons  été  amené,  dans  ce 
qui  précède,  à  étudier  la  convergence  des  séries 

-"» /""(•'•.  y) 
généralisant,  dans  noire  théorie,  les  séries  de  puissances  d'une  variable. 
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Il  n'est  pas  plus  difficile  d'étudier  la  convergence  des  séries  généra- 
lisant, dans  notre  théorie,  les  séries  des  puissances  de  plusieurs 
variables  :  cette  étude  conduira  à  déterminer  les  hypothèses  les  plus 
générales  qu'on  puisse  faire  sur  les  coefficients  d'une  série  déter- 
minant une  équation  intégrale  du  type  (a')  envisagé  au  Cha- 
pitre I  (p.  10),  pour  que  cette  équation  intégrale  ait  un  sens.  Ces 
hypothèses  sont  à  peu  près  celles  que  nous  avons  faites  au  n°  G  de  ce 
Chapitre;  en  tout  cas,  la  méthode  de  M.  Volterra  donnée  au  Cha- 
pitre I  s'appliquera  toujours. 

V.  —  Conclusion. 

25.  Toutes  les  équations  étudiées  précédemment  rentrent  dans 
la  classe  générale  des  équations  qu'on  peut  former  à  partir  de 
fonctions  inconnues  et  de  fonctions  connues  par  des  additions  et  des 
compositions.  Nous  avons  développé,  pour  leur  résolution,  deux  mé- 
thodes principales  :  la  première  consiste  à  les  réduire  à  une  équation 
résoluble  par  approximations  successives,  cette  réduction  étant  toute 
réalisée  (Chap.  I,  équations  des  paragraphes  I  et  II)  ou  s'obtenant 
par  dérivation  [  équation  de  Volterra  de  première  espèce,  équation  (e) 
du  Chapitre  III]  et  par  changement  d'inconnue  (Chap.  II).  La  seconde 
méthode  consiste  à  rechercher  la  solution  sous  la  forme 

2(j-.r)»n„(.r). 

Les  méthodes  de  ce  Chapitre  appartiennent  à  ce  second  type. 

24.  Ces  deux  catégories  de  méthodes  s'appliquent  à  toute  équation 
de  la  classe  précédente  :  c'est  ainsi  que  M.  Volterra  a  appliqué  les 
méthodes  du  Chapitre  TI  aux  équations 

f  étant  inconnue,  /,  et /,  deux  fonctions  connues  du  premier  ordre, 
F  une  fonction  connue  d'ordre  supérieur  (').  Celte  équation  admet 

(')  Cours  fait  à  l'Université  de  Home  en  i gi 2- igi3.  11  serait  aisé,  après  les 
développements  du  Chapitre  II,  de  passer  à  des  cas  plus  généraux. 
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une  seule  solution  lorsque 

/,(«,  x)^zf,{x,  x); 

elle  admet  (comme  l'équation  /cp  =  <p/)  une  infinité  de  solutions 
dépendant  d'une  fonction  arbitraire  si  /,  (x,  x)  =f2(x,  x).  Cet 
exemple  aidera  à  comprendre  que  les  deux  équations  principales 

(i)  /?  =  F, 

(2)  ,/>-û/=0 

sont  respectivement  types  de  deux  grandes  catégories  d'équations  de 
la  classe  précédente  :  la  solution  des  équations  de  la  première  caté- 
gorie étant  déterminée,  celle  des  autres  dépendent  de  fonctions 
arbitraires.  La  distinction  des  deux  classes  est  très  aisée  si  l'on 
emploie  la  deuxième  méthode  rappelée  au  n°  22  :  les  équations  du 
type  (i)  étant  telles  que,  pour  déterminer  les  Up(x)  successifs,  on  ait  à 
résoudre  des  équations  algébriques,  les  équations  du  type  (2)  telles 
que  pour  déterminer  les  ïlp(x)  on  ait  à  résoudre  des  équations  diffé- 
rentielles. 

Remarquons  enfin  que  la  multiplicité  y  =  x  jouera,  pour  les 
équations  de  cette  classe  les  plus  générales,  le  même  rôle  essentiel 
que  pour  les  équations  particulières  que  nous  avons  étudiées  :  les 
solutions  de  ces  équations  y  seront  régulières,  sauf  en  des  points 
fixes  jouant  le  rôle  des  points  où  /(x-, y)  cesse  d'être  d'un  ordre 
déterminé. 
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Note  sur  le  problème  général  de  V Électrodynamique  ; 
Par  Pierre   DUHEM. 


Deux  erreurs  se  sont  glissées  dans  notre  Mémoire  intitulé  :  Le 
problème  général  de  V 'Électrodynamique  pour  un  système  de  corps 
immobiles  (').  L'une  est  une  inadvertance  qui  ne  change  aucune 
conclusion;  l'autre,  au  contraire,  exige  que  deux  de  nos  conclusions 
soient  restreintes  au  cas  où  le  système  ne  contient  qu'un  seul  corps 
homogène. 

La  première  de  ces  erreurs  consiste  dans  l'oubli  du  facttur  -4r  au 

y/2 
second  membre  de  l'égalité  (3o)  et  de  celle  qui  la  précède  immédia- 
tement; il  en  résulte  que,  dans  toutes  les  équations  qui,  au  Chapitre  II, 
viennent  après  celle-là,  et  dans  nombre  d'équations  des  Chapitres  IV 
et  V,  on  doit  remplacer  le  facteur  a  \Ji  par  le  facteur  a2.  Cette  correc- 
tion, nous  le  répétons,  n'altère  aucune  des  propositions  que  nous 
avons  énoncées. 

La  seconde  erreur  s'est  introduite  dans  l'établissement  de  l'éga- 
lité (47).  Pour  que  cette  égalité  pût  se  tirer  de  celle  qui  la  précède, 
dans  le  cas  où  le  système  est  formé  de  plusieurs  corps  séparément 
homogènes,  il  faudrait  (nie,  à  la  surface  de  séparation  de  deux  tels 
corps,  ^-demeurât  continu;  orc  est  ce  qui  0  a  pas  lieu.  L'égalité  (35) 
donne,  en  effet, 


ai  ~p  d<  +     ~dF' 


De  même  que  la  fonction  potentielle  W  ,  les  quantités 


<>\\     <r-\\ 


demeurent  coutumes  à  la  traversée  de  la  surface  considérée;  mais  il 
n'en  est  pas  de  même  de  p  et  de  k  ,  en  sorte  qu'en  général  celte 
surface  est,  pour  -j  ,  une  surface  de  discontinuité. 
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L'égalité  (47)  doit  donc  être  restreinte  au  cas  où  le  système  ren- 
ferme un  seul  corps  homogène;  partant,  il  en  est  de  même  des  consé- 
quences qu'on  en  déduit,  au  n°  17  et  au  n°  19,  touchant  la  détermi- 
nation de  la  fonction  W  et  touchant  la  stabilité  de  l'équilibre  élec- 
trostatique. 

Touchant  la  stabilité  de  l'équilibre  électrostatique,  nous  n'avons 
pas  trouvé,  jusqu'ici,  de  moyen  propre  à  lever  cette  restriction;  mais 
la  démonstration  suivante  nous  parait  la  pouvoir  lever  en  ce  qui 
concerne  l'absence  d'ambiguïté  dans  la  détermination  de  la  fonc- 
tion W. 

Ecrivons  l'équation  (36),  en  tenant  compte  de  la  définition  (35)  de 
la  fonction  U  et  de  la  correction  indiquée  au  début  de  la  présente  Note; 
elle  deviendra 


(•39) 


AD 


„<?W       4tt£' 


dt 


W     —  2  ira2  A-    K 


à3  W 
dt3 


1  d'W 
p    dt- 


dW 


Multiplions-la  par  — r—  efo,  et  intégrons  le  résultat  pour  le  volume 
entier  du  système;  nous  trouvons 


(i/Jo)       /——AD'— h- W     ffe 

J    à/      |V       dt 

2  7Trt2/.    /   K' 


,dW  d3\Y 
dt     dt3 


d_  r\  /d\\y 


dm 


Si  S, .,  est  la  surface  de  contact  de  deux   corps  distincts,   1   et  2, 


et  S  la  surface  terminale  du  système,  on  a,  en  remarquant  que 
continu  au  travers  de  la  surface  Sl2, 


est 


('40 


n<° 


,  <) W       4te' 
dt 


W  Wfe 


r/     d  dw     47T£'rfw\d\v 
~J  \    ôû  ~W  +  ~J~  ~W )~dtd2t 

/•/,,    d    d\\       4tt£'  dW        _,     d    d\V       47re'  dW\d\\  ,„ 
,/  V       d/i,    dt  pt      iln,  <)//.,    dt  p2      dn,J   dt 


d  r  dt 


d-\\ 
drdt 


d-W 


as  dt 


,/rrs 


dx  ) 


,)\\ 


d\\ 


1   </\Y    y  -  1    il\\ 

I  Ty  I   '  (^jr 


ara. 
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Mais,  en  tout  point  de  la  surface  Sl2,  l'égalité  (37)  peut  s'écrire  : 


("42) 

Si  nous  posons 


'<?/*,      rfi  p,       ^H,  2  £)/(.,      (,//  p,       d^2 


d2W\-       /O-'W 


dm, 
,dydt)         \dzdt) 

les  égalités  (i4o),  (I41)  et  (x42)  nous  permettront  d'écrire  : 

(  1 4t>  )    2  7î a2  A  /  Iv'  — — —  dm  =— J ; /     D'  — ^  — - 1 —     -^—  dl. 

'  J        dt     dt3  dt      J  \      ,m    dt         p   t>N  /    dt 


Supposons  qu'on  donne  : 

i°  A  tout  instant,  en  tout  point  de  la  surface  2,  soit  W,  soit  -^-; 

i°  A  l'instant  initial,  en  tout  point  du  système,  W,  -r—  et  ~tt-- 
Demandons-nous  si  W  est  alors  déterminé  sans  ambiguïté. 

Supposons  qu'on  en  puisse  donner  deux  déterminations  distinctes, 
W,  W",  et  posons 

(i46)  W  =  W"— W. 

W  vérifiera  encore  l'égalité  (i4  >).  Mais  alors,  on  aura  : 
i°  A  l'instant  initial,  en  tout  point  du  système, 


('47) 


W=o, 


dt 


=  o, 


d*VV 
dt1 


2°  A  tout  instant,  en  tout  point  de  la  surface  2, 


(t48) 


...  d\\ 

soit      W  =  O,  soit      -—■ 


En  vertu  de  ers  égalités  (  i  \8  >,  l'égalité  |  i  i5)  deviendra 


/.    /  K'-t- jtt  dm  .1         — -• 

dt       «.'/'  dl 
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En    chaque    point    du    système,    on    peut    écrire,    en    vertu    des 
égalités  (147)  et  de  la  formule  de  Mac  Laurin, 

d\\(t)  _  P  d3\\(6) 
dt      ~  2       W3      ' 

0  étant  un  instant  compris  entre  o  et  /,  instant  qui  peut,  d'ailleurs, 
varier  d'un  point  à  l'autre  du  système. 
L'égalité  (149)  devient  donc 


(i5o)  rta-A-t-jW-      ^  ^   'de  =  -J 


rtH 
~di' 


Nous  allons  maintenant  soumettre  W  à  la  restriction  suivante  : 

On  peut  déterminer  une  valeur  assez  petite  de  1,  pour  qu'entre 

d3W(t) 
t  =  o  et  l  =  t,  — -rr3 —  n'éprouve  de  changement  de  signe  en  aucun 

point  du  système. 

En  un  point  donné,  mais  quelconque,  du  système,  entre  l'instant  0 

et  l  instant  t,  toutes  les  valeurs  de  -j^-  qui  ne  sont  pas  nulles,  sont  de 

même  signe;  ce  signe  peut,  d'ailleurs,  changer  d'un  point  à  l'autre  du 

système. 

Considérons  un  instant  t  compris  entre  o  et  -  ;  0  est  aussi  compris 

•   ,         ,  -   .     <PW(9)    (P\X(t)  , 

entre  net:;  si  donc  les  quantités  — ^ — >  — r-= —  sont,  toutes  deux, 

1  aO3  ot3 

différentes  de  o,  elles  sont  de  même  signe.  A  un  tel  instant  /,  le  pre- 
mier membre  de  l'égalité  (i5o)  est  assurément  nul  ou  positif. 

D'après  l'égalité  (1  fi),  J  ne  peut  être  que  nul  ou  positif. 

Il  en  est  de  même  de  H,  d'après  l'égalité  (i43).  Cette  égalité, 
jointe  aux  égalités  (1  \~j),  montre,  d'ailleurs,  que  H  est  nul  à  l'instant 
initial;  si  cette  quantité  n'est  pas  constamment  nulle,  elle  commence 
par  croître;  on  peut  donc  trouver  une  valeur  assez  petite  de  t' pour 

,    dl\        .  ,  ...... 

que,  entre  t  =  o  et  l  =  %  ,  -r-  soit  constamment  nul  ou  positil.  Ainsi, 

à  tout  instant  compris  entre  /  =  o  et  /  =  1',  le  second  membre  de  l'éga- 
lité (  1  5o  i  est  nul  ou  négatif. 

Soit  T  la    plus   petite   des  deux  quantités  -.  et  t'.  A  tout  instant 
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compris  entre  t  =  o  et  *  =  T,  le  premier  membre  de  l'égalité  (i5o) 
est  nul  ou  positif  et  le  second  est  nul  ou  négatif;  l'égalité  (i5o)  ne 
peut  donc  être  vraie,  à  moins  que  ses  deux  membres  ne  demeurent 
constamment  nuls  entre  t  —  o  et  t  =  T. 

Pour  cela,  il  faut,  en  particulier,  que  J  demeure  constamment  nul 
durant  ce  laps  de  temps,  ce  qui  exige,  en  vertu  de  l'égalité  (i44), 

à-W  (PW  à!W 


—  °>  a  .  i.=°>  ï — rr=o. 


dxdt         '         dyàl         '         dzdt 

Mais  ~df  est  suPPosé  continu  dans  toute  l'étendue  du  système;  ces 

égalités  exigent  donc  qu'à  un   même   instant  quelconque,   compris 

ôXV 
entre  t  =  o  et  /  =  T,  —  ait  même  valeur  dans  tout  le  système.  Or, 

sur  la  surface  2,  en  vertu  des  égalités  (148),  W  et,  par  conséquent,  ~ 

sont  constamment  nuls.  Partant,  en  tout  point  du  système  et  à  tout 
instant  compris  entre  t  =  o  et  t  =  T,  on  a 

W  est,  en  chaque  point,  indépendant  du  temps,  et  donc  nul,  puisque, 
d'après  les  égalités  (147),  sa  valeur  initiale  est  o. 

On  peut  ainsi  trouver  une  durée  finie  T  telle  que  les  deux 
solutions  W  et  W"  demeurent  identiques  entre  elles  entre  /  =  o  et 
t  =  T.  Mais,  en  reprenant  le  même  raisonnement  à  partir  de  /  =  T, 
on  trouvera  qu'elles  demeurent  identiques  entre  elles  jusqu'à  l  =  -iT, 
et  ainsi  de  suite;  elles  ne  peuvent  donc  jamais  différer  l'une  de 
l'autre. 

Sur  la  démonstration  donnée  au  n°  17  de  notre  Mémoire  :  Le 
problème  fondamental  de  l'Éleclrodynamique,  cette  démonstration 
présente  un  avantage  ;  elle  n'est  pas  bornée  au  cas  d'un  rorps  homogène 


,M\ 


unique;  mais  elle  a  l'inconvénient  de  soumettre  les  propriétés  de 

à  une  restriction  que,  peut-être,  certaines  intégrales  ne  vérifieraient 
pas. 
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Mémoire  sur   les  nombres   dérivés    des  fonctions   continues  ; 
Par  Arnaud  DENJOY. 


L'objet  du  présent  Mémoire  est  l'étude  des  nombres  dérivés  des 
fonctions  continues  les  plus  générales.  La  conclusion  essentielle  de  cet 
Ouvrage  est  que,  si  l'on  néglige  un  ensemble  de  mesure  certainement 
nulle,  en  un  point  quelconque,  les  dérivés  extrêmes  d'une  même 
fonction  continue  se  groupent  suivant  l'un  des  quatre  modes  suivants  : 
i°  les  dérivés  extrêmes  sont  +x  et  — ce  pour  chaque  côté;  2°  le 
dérivé  supérieur  droit  est  +  »,  le  dérivé  inférieur  gauche  est  —  oc,  les 
deux  autres  dérivés  extrêmes  étant  finis  et  égaux;  3°  il  existe  une 
dérivée  bilatérale  finie;  4°  les  nombres  dérivés  extrêmes  ont  les  mêmes 
valeurs  qu'au  second  cas,  les  côtés  étant  échangés. 

Ces  quatre  types  d'associations  peuvent  être  réalisés  sur  des 
ensembles  doués  séparément  ou  simultanément  de  mesures  positives 
dans  tout  intervalle  ('  ). 

(')  Ce  Mémoire  est  la  première  partie  d'un  travail  beaucoup  plus  vaste 
n.  sur  lu  dérivation  et  son  calcul  inverse  ».  Le  Mémoire  complet,  étant  trop 
étendu  pour  paraître  en  un  seul  recueil,  a  été  scindé  en  plusieurs  fragments. 
Le  premier  paraît  ci-après,  et  je  remercie  la  rédaction  du  présent  journal  d'avoir 
bien  voulu  l'accepter.  J'en  ai  donné  l'analyse  dans  trois  Notes  >\c-.  Comptes 
rendus  (3i  mai,  \\  juin  et  >)  août  igi5 ;  oui/-  également  ier  et  21  avril  1912). 

lui  vue  d'éviter  à  mon  lecteur  des  recherches  auxiliaires  dans  d'autres 
(  luvrages,  j'ai  pris  soin  d'expliquer,  au  fur  et  à  mesure  des  besoins  logiques,  1  mi- 
le-* résultats  cités  dans  ma  rédaction  sans  être  absolument  classiques.  Neai >iu- 

une  lecture  essentielle  préliminaire  à  ce  Mémoire  esl  celle  des  Leçons  sur 
l'Intégration,  publiées  par  M.  Lebesgue  dans  la  collection  Borel.  \  cause  de  la 
fréquence  des  références  empruntées  .1  ce  livre,  je  le  désignerai  toujours  ci  a  pré- 
par  les  seules  initiales  L.  /.  Je  ne  saurais  égali ni  trop  recommander  au  lec- 
teur l'étude  préalable  des  Leçons  sur  les  fonctions  discontinues  de  M.  Baire 
parues  dan-  la  mê lolleci 
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CHAPITRE  I. 

GÉNÉRALITÉS    SUR    LES    FONCTIONS    ET    LES    ENSEMBLES  (') . 

Notions  d'ordre  descriptif. 

1.  Commençons  par  rappeler  ou  spécifier  le  sens  figuré  donné  à  un 
certain  nombre  de  termes  dans  la  théorie  qui  va  nous  occuper.  Les 
locutions  «  appartenir  à  un  ensemble  »,  «  être  contenu  dans  lui  », 
et,  de  préférence,  lui  «  être  agrégé  »  sont  synonymes.  Il  en  est  de 
même  entre  elles  pour  les  expressions  «  ne  pas  appartenir  »,  ou  «  être 
étranger  »  à  un  ensemble.  Le  sujet  du  verbe  désigne  un  point  ou 
un  autre  ensemble.  Au  lieu  d'  «  ensemble  »,  nous  dirons  parfois 
«  agrégat  ». 

2.  Nous  désignerons  par  une  même  lettre,  ou  un  même  chiffre,  un 
nombre  et  le  point  figurant  celui-ci  sur  un  axe  indéfini  où  ont  été  fixés 
les  points  o  et  +i.  Soient  a  et  b  deux  nombres  inégaux  ou  points 
distincts.  En  règle  générale,  quand  nous  énoncerons  un  couple  de 
nombres  désignés  par  des  lettres,  le  premier  sera  toujours  le  plus  petit. 

5.  La  précision  du  langage  nous  oblige  à  distinguer  par  des  expres- 
sions particulières  les  divers  cas  où  un  nombre  x,  ni  inférieur  à  a,  ni 
supérieur  à  />,  est,  ou  bien  obligatoirement  compris  entre  eux,  ou  bien 
susceptible  également  de  coïncider  avec  l'un  d'eux.  M.  Borel  exprime 
La  première  éventualité,  définie  par  la  double  inégalité  : 

(i)  a  <x  <  b, 

en  disant  que  •'•  appartient  (sens  étroit)  à  l'intervalle  ab\  il  traduit  la 
seconde  définie  par 

(2)  "     '     b, 

(')  l<»//',  | >  1  ■  1 1 1  li',  ili'finit ions  contenues  dans  ce  Chapitre,  une  Note  des 
(  omptes  1  indus.  3 1  mai  191 5. 
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en  disant  que  x  appartient  (sens  large)  à  l'intervalle  ab.  Il 
sera  peut-être  plus  concis  et  non  moins  clair  de  poser  les  défi- 
nitions suivantes.  Le  premier  ensemble,  déterminé  par  les  inéga- 
lités Ci),  sera  appelé  l' intervalle  ab.  Le  second  ensemble,  défini 
par  (2),  sera  nommé  le  segment  ab.  Nous  distinguons  donc  intervalle 
et  segment  dans  l'espace  linéaire,  comme,  dans  l'espace  à  n  dimensions, 
on  distingue  les  continuumset  les  domaines.  Au  sens  ainsi  précisé,  //// 
intervalle  n'a  que  des  points  intérieurs,  si  l'on  convient  de  dire 
qu'un  point  est  intérieur  à  un  ensemble  E  s'il  n'est  entouré  que  de 
points  de  l'ensemble  ou  encore  s'il  n'est  pas  limite  de  points  étrangers 
à  l'ensemble.  Pareillement  tout  point  étranger  à  un  segment  lui  est 
extérieur,  en  entendant  par  point  extérieur  à  un  ensemble  un  point 
situé  dans  un  intervalle  dont  tous  les  points  sont  étrangers  à  l'ensemble. 
Nous  dirons  encore  qu'un  ensemble  E' est  intérieur  à  un  ensemble  E  si 
tous  les  points  de  E'  sont  intérieurs  à  E.  Tous  les  points  d'un  inter- 
valle lui  étant  intérieurs,  tout  ensemble  agrégé  à  lui  lui  est  intérieur. 
Un  intervalle  est  intérieur  à  lui-même. 

a  et  b  sont  étrangers  à  leur  propre  intervalle.  Nous  les  appellerons 
extrémités  de  leur  intervalle,  mais  non  pas  «  points  extrêmes  »,  car 
ni  a  ni  b  ne  sont  des  points  de  l'intervalle  ab.  Au  contraire,  a  et  b  sont 
agrégés  au  segment  ab  et  en  seront  indifféremment  appelés  les  points 
extrêmes  ou  les  extrémités.  Les  ensembles 

(3)  a<x<b, 

(4)  a<x<b 

seront  appelés  indifféremment  :  le  premier  «  intervalle  ab  accru  de  a  » 
ou  «  segment  ab  diminué  de  b  »,  le  second  «  intervalle  ab  accru  de  b  » 
ou  «  segment  ab  diminué  de  a  ». 

11  est  équivalent  de  dire  qu'un  point,  un  ensemble  sont  intérieurs  à 
un  segment  ab  on  qu'ils  sont  agrégés  à  l'intervalle  ab.  Si  un  segment  a 
ou  a  (3  est  agrégé  à  un  intervalle  ab,  c'est-à-dire  si  tous  les  points  de  cr 
sont  agrégés  à  l'intervalle  ab,  a.  —  a  et  b  —$  sont  toujours  positifs, 
jamais  nuls.  Au  contraire,  un  intervalle  i  agrégé  à  un  segment  s  peut 
parfaitement  avoir  les  mêmes  extrémités  que  lui.  Si  un  segment  a  est 
agrégé  à  un  segment  s,  ils  peuvent  avoir  des  extrémités  communes  cl 
même  coïncider.  Il  en  est  de  même  pour  deux  intervalles  dont  l'un 
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est  agrégé  à  l'autre.  Il  suffît  de  se  reporter  aux  inégalités  (i)  pour 
voir  que,  si  deux  points  sont  agrégés  à  un  même  intervalle,  le  segment 
les  joignant  est  lui  aussi  agrégé  à  cet  intervalle. 

Si  deux  intervalles  ab,  a'  b'  ont  en  commun  un  point  a,  si  c  est  le 
plus  grand  des  nombres  a,  a',  l'un  et  l'autre  inférieurs  à  a,  si  d  est 
le  plus  petit  des  nombres  />,  b  l'un  et  l'autre  supérieurs  à  a,  les 
deux  intervalles  ab,  a'b'  ont  en  commun  tout  l'intervalle  cd  et  nul 
point  étranger  à  lui.  Au  contraire,  deux  segments  peuvent  avoir  en 
commun  un  seul  point,  extrémité  de  l'un  et  de  l'autre. 

4.  Nous  rappellerons  en  langage  bref  le  sens  de  certains  adjectifs 
dont  on  qualifie  les  ensembles  :  fermé  =  contenant  tous  ses  points 
limites;  dense  en  lui-même  =  admettant  chacun  de  ses  points  pour 
points  limites;  parfait  =  fermé  et  dense  en  lui-même;  réduc- 
tible =  dont  le  dérivé  est  dénombrable,  ou  dont  un  dérivé  d'un 
certain  ordre  fini  ou  transfini  est  nul  ;  «  complémentaires  l'un  de 
l'autre  relativement  à  un  ensemble  1'  »  se  dit  de  deux  ensembles 
agrégés  à  P,  ne  possédant  pas  de  points  communs  et  reproduisant  P 
par  leur  réunion. 

«">.  Un  ensemble  fermé  est  dense  sur  un  segment  s  quand  il  contient 
entièrement  un  segment  agrégé  à  s.  Donc  un  ensemble  fermé  est  non 
dense  sur  s  si,  dans  tout  segment  agrégé  à  s,  il  existe  des  points 
étrangers  à  E,  donc  des  intervalles  étrangers  à  E.  Un  ensemble  fermé 
est  dit  partout  dense  sur  s  s'il  coïncide  avec  s.  Un  ensemble  non 
fermé  est  dit,  en  même  temps  que  son. dérivé,  dense,  //<>//  dense  ou 
partout  ilcnse  sur  un  segment(ou  un  intervalle).  Si  donc  l'ensemble  H 
est  partout  dense  sur  ab  (segment  ou  intervalle),  dans  tout  inler- 
\  aile  intérieur  à  ab,  1 1  a  au  moins  un  point.  Si  H  est  non  dense  sur  ab, 
tout  intervalle  situé  dans  ab  en  contient  un  autre  où  H  n'a  pas  de 
points.  Si  1 1  est  dense  sur  ab,  il  y  a  un  segment  de  ab  où  H  est  partout 
dense  ('). 

(')  M.  de  la  Vallée-Poussin  (  Cours  d'  inaljrse,i'  édition, p.  54)  parait  donner 
une  acception  toute  difféi  ente  à  l'adjectif  dense.  Selon  cet  auteur,  un  ensemble  est 
dense  si  en  Ire  deux  quel  conques  de  ses  points  il  en  pu- mm  le  une  in  Uni  té.  Au  sens 
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(>.  Tout  point  étranger  à  un  ensemble  fermé  lui  est  extérieur.  Un 
ensemble  fermé  s'obtient  en  retrancbant  d'un  intervalle  continu  une 
infinité  d'intervalles  deux  à  deux  sans  points  communs. 

Si  l'ensemble  fermé  considéré  E  est  agrégé  et,  par  suite,  intérieur  à 
l'intervalle  ab,  tous  les  intervalles  extraits  de  ab  ont  leurs  deux  extré- 
mités sur  E,  sauf  le  plus  à  gaucbe  et  le  plus  à  droite  de  tous,  ces  derniers 
ayant  l'un  pour  extrémité  droite  a,  l'autre  pour  extrémité  gauche  h. 
Les  premiers  sont  appelés  intervalles  contigus  (  '  )  à  E.  Nous  réservons 
à  ces  deux-ci  le  qualificatif  de  semi-conligus  à  E.  Un  ensemble  fermé 
a  deux  points  extrêmes,  a  et  (3.  Il  s'obtient  en  retranchant  du  seg- 
ment a[J  un  ensemble  d'intervalles  tous  contigus  à  E.  Quand  nous 
parlerons  d'un  segment  contigu  à  un  ensemble  fermé,  il  s'agira  d'un 
intervalle  contigu  accru  de  ses  extrémités.  Un  ensemble  fermé  est 
dense  ou  non  dense  sur  un  intervalle  (ou  un  segment)  ab,  en  même 
temps  que  son  ensemble  complémentaire  formé  par  ses  intervalles 
contigus  et  semi-contigus  est  non  partout  dense  ou  au  contraire 
partout  dense  sur  ab.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un 
ensemble  fermé  soit  parfait  est  que  deux  quelconques  de  ses  contigus 
ou  semi-contigus  n'aient  pas  d'extrémité  commune. 

On  distingue  sur  un  ensemble  parfait  P  les  points  de  seconde 
espèce,  limites  de  points  de  P  des  deux  côtés,  et  les  points  de  première 
espèce,  extrémités  d'intervalles  contigus  à  l'ensemble.  Nous  appelons 
points  de  première  espèce  gauches  et  points  de  première  espèce  droits 
respectivement  les  extrémités  gauches  et  droites  d'intervalles  contigus. 
[1  y  a  des  points  de  P  infiniment  voisins  des  premiers  du  côté  gauche, 


iiinsi  convenu,  un  ensemble  parfait  discontinu  devient  dense  si  l'on  en  retranche 
toutes  les  extrémités  de  ses  contigus.  Cette  définition  diffère  donc  essentiellement 
de  celle  du  texte,  généralement  adoptée  d'ailleurs  par  les  analystes.  En  distin- 
guant les  points  limites  d'un  ensemble  linéaire  quelconque  en  i"  et  ae  espèce, 
selon  qu'ils  sont  limites  des  deux  côtés  ou  d'un  seul  (les  points  de  i"  espèce  sont 

toujours  en  infinité  dé ibrable),  l'ensemble  dense  de  M.  de  la  Vallée-Poussin 

ci  identique  à  notre  ensemble  dense  en  lui-même  et  ne  contenant,  que  îles 
points  de  ■■'  espèce  (sauf,  si  Ton  veut,  le  plus  grand  el  le  plus  petit  de  ses  élé- 
ments  ). 

(' )  Nous  traiterons  le  mol  «  contigu      indiffère tenl  en  adjectif  ou  en  subs- 
tantif, comi n  fait  du  mol   <  voisin     . 
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des  seconds  du  côté  droit.  Nous  conserverons  la  même  classification 
des  points  limites  d'un  ensemble  fermé  quelconque  E.  Les  extrémités 
des  contigus  à  E  seront  soit  des  points  isolés,  soit  des  points  de 
première  espèce,  droits  ou  gauches,  selon  qu'ils  sont  limites  de  E  du 
côté  droit  ou  du  côté  gauche,  les  autres  points  de  E,  non  extrémités  de 
contigus  et  nécessairement  limites  de  E  des  deux  côtés  étant  appelés 
points  de  seconde  espèce  de  E. 

Un  ensemble  fermé  se  décompose  en  un  ensemble  parfait  P  et  un 
ensemble  dénombrable  A  réductible  dans  chaque  intervalle  contigu 
à  P.  P  sera  appelé  le  noyau  de  E. 

Tout  ensemble  fermé  dénombrable  est  réductible. 

7.  Nous  disons  qu'une  fonction  f  est  croissante  de  x  à  x',  x  et  x' 
étant  distincts,  si  la  différence  f(x')  —f(x)  n'est  pas  nulle  el  a  le 
signe  de  x'  —  x.  Nous  disons  selon  l'usage  que  /'  est  croissante  dans 
un  intervalle  i  ou  sur  un  segment  s  si  elle  est  croissante  entre  tout 
point  x  et  tout  point  x'  agrégés  l'un  et  l'autre  à  l'intervalle  i  ou  au 
segment  s.  /'est  dite  décroissante  dans  les  conditions  mêmes  où  —  f 
est  croissante.  Quand  une  fonction  est  soit  croissante,  soit  décroissante, 
sans  qu'il  soit  utile  de  préciser  davantage,  on  la  qualifie  souvent  de 
«  monotone  »,  adjectif  dont  le  gallicisme  n'est  peut-être  pas  de  très 
bon  aloi.  En  considération  de  ce  que,  x  allant  de  a  et  b,  une  fonction 
à  sens  de  variation  constant  sur  ab,  quitte  sa  valeur  initiale  /(a)  pour 
gagner  sa  valeur  finale  f(b)  par  une  oscillation  simple  dans  l'échelle 
des  nombres,  nous  dirons  qu'une  telle  fonction  est  unioscillante  sur  ab. 
Si  elle  présente  un  seul  maximum  ou  un  seul  minimum  dans 
l'intervalle  ab,  nous  la  qualifierons  de  bioscillanle.  Le  sens  des  mots 
tri-,  quadri-oscillanle  s'explique  de  lui-même.  Une  fonction  possédant 
un  nom  lue  total  de  maximums  et  de  minimums  supérieur  à  i,  mais 
non  davantage  spécifié,  sera  dite  plurioscillante ;  et  enfin  niulli- 
oscillanle  si  elle  en  a  une  infinité.  I  ne  fonction  unioscillante  sur  un 
intervalle  ab  est  caractérisée,  quand  on  la  suppose  continue,  par  la 
condition  que  f(x')  —  /{■'')  n'est  jamais  nul,  quand  x  et  x',  agrégés 
à  l'intervalle  considéré,  sont  distincts  l'un  de  l'autre. 

8.  Nous  dirons  qu'une  fonction  est  constante  en  un  point,  si  elle 
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est  constante  dans  tout  un  intervalle  entourant  ce  point.  Une  fonc- 
tion/constante en  tout  point  d'un  intervalle  ab  est  constante  sur  tout 
l'intervalle  ab  ('). 

9.  C'est  un  théorème  connu  (LI,  p.  12)  qu'une  fonction  continue  con- 
stante dans  tout  contigu  à  un  ensemble  fermé  dénombrable  est  con- 
stante entre  ses  points  extrêmes.  En  effet,  soit  E  un  ensemble  fermé 
quelconque  dans  les  contigus  duquel  une  fonction  continue  /'  est  con- 
stante. Soient  a,  $  les  extrémités  de  E.  Considérons  l'ensemble  P  des 
points  M  de  l'intervalle  k(3  où/n'est  pas  constant.  Par  hypothèse,  si 
petit  que  soit  un  intervalle  contenant  M,  /  y  prend  au  moins  deux 
valeurs  distinctes.  En  un  point  quelconque  étranger  à  E,  donc  intérieur 
à  un  contigu  de  E,  /  est  constant.  Donc,  tous  les  points  de  P  sont 
agrégés  à  E.  P  est  évidemment  fermé.  Je  dis  que  P  n'a  pas  de  point  isolé. 
Sinon,  un  tel  point  M  séparerait  deux  intervalles  j  et  A'  où  P  n'aurait 
pas  de  points./,  constante  en  tout  point  de  j,  est  constante  sury  (8). 
Elle  est  de   même  constante  sur  k.  Soient /(/)  et  /*(/>)  les  valeurs 
uniques  qu'elle  prend  sur  chacun  de  ces  intervalles./  étant  continue  et 
Métantextrémité  de/',  on  a /(M)  =/(/).  On  a  de  même/(M)=/'(/i). 
La  réunion  de  /,  de  /,'  et  de  M  forme  un  intervalle  où /est  constant. 
Donc,  /  est  constant  en  M,  contrairement  à  l'hypothèse  que  M  est 
agrégé  à  P.  Donc,  P  ensemble  fermé  sans  points  isolés  est  parfait. 
Deux  cas  sont  alors  à  distinguer  :  i°  E  est  dénombrable.  Alors  P  ne 
peut  pas  exister,  puisque  E  ne  contient  pas  d'ensemble  parfait.  Donc 


(')  Un  eflet;  soient  c  un  point  de  cet  intervalle  et  x  un  point  quelconque  com- 
pris entre  a  et  h.  .le  ,lis  que  /(.>:)  =/(c).  En  effet,  par  hypothèse,  c  est  dans 
un  intervalle  «p  ou  i(c)  où/  est  constant.  Soit  L  la  horne  supérieur,,  stricte 
des  points  a;' intérieurs  à  «h  n  oùf(x')=f(c).  L  appartient  au  segment  (36. 
•!<•  'lis  que  I>  esl  en  h.  Sinon  I.  serait  compris  entre  3  el  6,  Joue  intérieur 
à  hIk  L  est  intérieur  à  un  intervalle  t'(L),  où/ esl  constant.  L  élanl  poihl  limite 
des  x  il  v  a  dans  /<  I.)  des  points  x'  où  /(.,■')  /(c).  Donc,  dans  m  L),  f  esl 
égal  à/(c)  n  I.  n'esl  p.,.  h,  borne  a  droite  des  c  .  ce  qui  conlredil  notre  hypo- 
thèse. Donc,  dans  l'intervalle  <il>  en  t., m  poinl  a  droite  de  c,  /'est  égal  a  fU  1. 

n"  "'  T1'11  ""  ''sl  de  même  a  gauche  de  c.  Donc/i valeur  unique  en 

tous  les  points  de  l'intervalle  ab.  Si  /  esl  continu, /esl  constant  sur  loul  le 


segment  ab, 
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f  est  constant  en  tout  point  intérieur  à  a(3.  /  étant  continu  est 
constant  sur  tout  le  segment  a(3  (')• 

2°  Si  E  n'est  pas  dénombrable,  soit  H  son  noyau.  P  est  agrégé  à  H, 
si  P  existe,  ce  dont  la  possibilité  est  bien  connue  et  va  être  rappelée  à 
l'instant.  /  étant  constant  en  tout  point  étranger  à  P,  est  constant 
dans  tous  les  contigus  et  semi-contigus  à  P  situés  sur  l'intervalle  <x(3. 
Et  /"n'est  constant  en  aucun  point  de  P.  Nous  reviendrons  sur  cette 
question  dans  la  deuxième  Partie  et  mettrons  en  évidence  un  ensemble 
parfait  remarquable  agrégé  à  P. 

10.  I [appelons comment,  P  étant  un  ensemble  parfait  non  dense  et 
borné,  on  construit  une  fonction  continue  constante  dans  les  contigus 
à  P  et  cependant  variable  dans  tout  intervalle  contenant  au  moins  un 
point  de  P.  Piangeons,  en  une  suite  unique  et  sans  répétitions,  les 
nombres  d'un  ensemble  dénombrable  partout  dense  sur  l'inter- 
valle o  —  i  et  intérieur  à  lui;  par  exemple  les  nombres 

m  .        .       3  k 

(I)  -,        7,        -,        •••,         -,         ■■■, 

les  entiers  k  étant  tous  impairs.  Il  est  possible  de  donner  à  chaque 
contigu  de  P  un  rang  tel  que  deux  contigus  quelconques  présentent 
géométriquement  la  même  situation  mutuelle  que  les  nombres  —  de 
même  rang  possèdent  dans  l'échelle  des  grandeurs.  En  effet,  donnons 
l'indice  i  au  plus  grand  contigu  de  P  ou,  si  plusieurs  contigus  (en 
nombre  fini)  possèdent  la  longueur  maximum,  donnons  cet  indice  i 
au  plus  à  gauche  d'entre  eux.  un  u2,  ...,  un  étant  choisis  cl  disposés 

mutuellement  comme  le  sont-,  7,  T>  •  ■  •>  ~z  ou  N,,  N.,,  ...,  N„,    si 

244  2 

(')  Cette  démonstration  < '•  %  i  i  e  l'emploi  des  nombres  iransfinis,  dont  la  consi- 
dération  l nit  cependant   l'explication   la    plus   satisfaisante  (1.1,   |>.  12)  du 

Lhéorème  précédent,  l'ensemble  dénombrable  K  élanl  réductible,  c'est-à-dire 
ne  possédanl  plus  de  dérivés  non  nuls  à  partir  d'un  certain  rang.  Bien  que  nous 
soyons  appelé  à  faire  dans  ce  Mémoire  un  usage  essentiel  ci  inévitable  de  l'or- 
donnance iransfinie,  cependant,  en  vue  de  suivre  les  préférences  probables  de 
beaucoup  de  nos  lecteurs,  nous  donnerons,  dans  la  mesure  du  possible,  de, 
démonstrations  indépendantes  île  celle  notion. 
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\„  ,  nombre  consécutif  à  N„  dans  la  suite  (i)  admet,  parmi  les 
nombres  NA  d'indices  inférieurs  à  lui,  pour  plus  proches  voisins  Ny)  à 
gauche,  j\y  à  droite  (Tun  au  moins  de  ces  deux  points  existe),  un+l  sera 
parmi  les  contigus  à  P  situés  à  droite  de  up  et  à  gauche  de  uq,  celui 
qui,  n'ayant  sa  longueur  surpassée  par  celle  d'aucun  autre,  est  en 
même  temps  le  plus  à  gauche  possible.  A  cause  de  la  non-densité  de  P, 
il  v  a  une  infinité  de  contigus  à  P  dans  l'intervalle  borné  par  up  et  uq. 
L'application  de  la  règle  est  toujours  possible. 

Tous  les  um  d'indice  inférieur  à  n  -+- 1  seront  situés  relativement 
à  m„+,  du  même  côté  que  les  nombres  Nm  correspondants  sont  relati- 
vement à  \,h_,.  Il  est  aisé  de  voir  que  le  tour  de  chaque  contigu  à  I' 
finit  par  venir.  Tous  ces  contigus  reçoivent  donc  un  numéro  d'ordre. 
Deux  quelconques  d'entre  eux  sont  placés  l'un  par  rapport  à  l'autre 
comme  les  points  N  de  même  rang  le  sont  entre  eux. 

Considérons  maintenant  un  point  \  quelconque  de  P.  Il  constitue 
une  coupure  entre  les  intervalles  a  situés  à  sa  gauche  et  les  inter- 
valles u"  placés  à  sa  droite.  Les  points  N'  homologues  des  premiers 
et  les  points  N"  homologues  des  seconds  forment  eux-mêmes  deux 
classes  entre  lesquelles  tous  les  N„  se  répartissent  et  telles  que  tout 
nombre  de  la  première  est  à  gauche  de  tout  nombre  de  la  seconde. 
Ces  deux  classes  déterminent  un  nombre  coupure  Y)  qui  correspond  au 
point  de  P  considéré.  A  deux  points  de  P,  \  et  £',  correspondent  deux 
points  Y),  y)'  du  segment  o  —  i  disposés  comme  le  sont  :  et  :',  saul  le 
cas  où  \  et  ;'  sont  extrémités  d'un  même  contigu  u„,  auquel  cas  y]  et  yj' 
ne  sont  pas  distincts,  mais  coïncident  avec  Y,.  A  tout  nombre  du 
contigu  u„  faisons  correspondre  N„.  Alors,  si  a  el  h  son!  les  points 
extrêmes  de  1',  à  tout  point  x  compris  entre  a  el  b  correspond  un 
nombre  g(x)  unique,  invariable  sur  chaque  segment  contigu  à  P, 
fonction  continue  de  x  et  croissante  quand  on  passe  d'un  point  de  P  à 
un  autre  situé  à  sa  droite. 

Soit  'Ji(m)  une  fonction  continue  quelconque  de  //,  arbitrairement 
définie  dans  l'intervalle  o  —  i.  '-H  £'(■'-')  |  =  ~/Xx)  ''sl  ':l  l,,,irl'011  continue 
la  plus  générale,  constante  dans  chaque  intervalle  contigu  à  I'.  <  Ion 
venons  (le  dire  qu'une  fonction  est  croissante  (  ou  décroissante)  sur  P 
si  elle  est  croissante  (  ou  décroissante  )  de  l'un  à  l'autre  de  deux  points 
quelconques  de  P,  non  extrémités  d'un  même  intervalle  contigu. 
Journ.  de  Math.  (7*  série),  tom<    l.        Fasc.  II,  1915  '^ 
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Alors,  si  v(m)  est  la  fonction  croissante  la  plus  générale,  v[^(.r)J 
et  —  v[A*'(a;)]  sont  ^es  fonctions  les  p'us  générales  constantes  dans 
tout  contigu  à  P,  et  respectivement  croissantes  ou  décroissantes 
sur  P. 

10  bis.  Étant  donné  un  ensemble  fermé  quelconque  E  dont  chaque 
contigu  u  a  reçu  un  numéro  d'ordre  propre,  supposons  que  relati- 
vement à  un  nous  définissions  un  certain  nombre  V„,  positif  ou  négatif, 
tel  que  la  série  V„  soit  absolument  convergente.  Alors,  x  et  x'  étant 
deux  nombres  quelconques  (x  <#'),  nous  désignerons  par  (x'I^')V„ 
la  somme  a(x,  x')  des  termes  de  la  série  V„  relatifs  aux  intervalles  u„ 
entière/ne/)/  agrégés  à  Vintervalle  xx'.  Donc,  si  x  et  x'  sont  sur  E 
(même  si  x  et  x'  sont  points  de  première  espèce  de  E,  le  premier 
gauche,  le  second  droit),  tout  contigu  ayant  des  points  compris  entre  x 
et  x'  est  représenté  dans  la  série  u,  car  ses  deux  extrémités  sont 
agrégées  au  segment  xx' .  Si  x  est  intérieur  à  un  intervalle  up  ou  apbp, 
Vp  ne  figure  pas  dans  la  série  a,  ni  Vv  si  o?<  ./;'<  bq.  Mais,  si  x  est  ap 
ou  si  x  est  /;7,  cr  contient  respectivement  les  termes  V/(  ou  V?.  A  titre 
d'exemple,  si  nous  prenons  V„  =  un  et  si  ~k(x)  est  la  mesure  de  E 
(voir  ci-dessous)  entre  son  extrémité  gauche  a  et  x,  le  lecteur  mon- 
trera l'identité  suivante  : 

{xlx')un  =  x'—x  -  [).(.r')  -  X(3:)]  -  '•>  (  b,,—  x)  —  &>'  [x'—  aq) 

avec  w  =  o,  si  x  est  sur  E,  co  =  i  si  <ary,<  ./•  <  bp,  w'  =  o  si  x'  est  sur  E, 
a»'  =  i  si  aq  <  ./•'  <  b,r 

Si  x  surpassait  x',  nous  poserions 

(xlx')Vn  =  -{x'lx)Yn. 

Mais  il  est  toujours  sous-entendu,  si  mention  expresse  du  contraire 
n'est  pas  faite,  que,  dans  l'expression  u(x,  x'),  le  premier  nombre  x  est 
inférieur  au  second  x' . 

I  I.   Les  notations  précédentes  étant  adoptées,  soit  l(]  un  ensemble 
fermé   borné.  Considérons  une  fonction  ainsi  définie  pour  toutes  les 
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valeurs  de  x  agrégées  au  segment  ab  des  extrémités  de  E  : 


si  x  est  sur  E  ; 

si 


y(x)  =  (alx)Vn, 

y  {x)  =  (aïx)V  n  +  y  „,{x) 
a„,  <x  <  bm, 


y„(x)  étant  une  fonction  définie  exclusivement  sur  un.  Dans  la  seconde 
expression  de  y(x),  on  pourrait  écrire  le  premier  terme  (aZa„,)Vn. 
On  a  le  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  y  soit  continue  est 
quey„(x)  :  i°  soit  continue  su/-  u„  avec  les  valeurs  initiales  et  termi- 
nales o  et  V„;  2°  ait  sur  un  une  valeur  absolue  maximum  infiniment 

petite  avec  —  ■ 

Montrons  d'abord  la  nécessité  de  ces  conditions,  donc  qu'elles  sont 
vérifiées  si  y  est  continu. 

En  effet,  x  étant  intérieur  à  um,  (aSa;)  V„  coïncide  avec  (aïff,„)V„. 
Donc,  sur  le  champ  am<^x<^  bm,  où  ym  est  défini,  y  ne  diffère  que 
par  une  constante  de  ym(x).  Donc,  ym(x)  doit  être  continu  en  tout 
point  intérieur  à  um  et  de  plus  tendre  comme  y(x)  vers  une  limite 
quand  x  tend  vers  am  et  vers  hm  sans  quitter  u,„.  En  désignant 
parym(am)  elym(b,„)  ces  deux  limites,  la  fonction ym  est  maintenant 
définie  et  continue  en  tout  point  du  segment  a,J>m.  On  doit  avoir 

y(am)  =  lim  y{x)  =  (alam)  V„+  lim  ym(x), 

y(b,„)  =  lim  y(x)  =  {aZa,„)y,,+   lim  ym(x), 

x=bm  i      bm 

les  valeurs  limites  correspondant  à  des  variations  de  x  intérieures 
à  u,„. 

De  là  en  se  reportant  aux  valeurs  dey  en  a,„  et  b„„  savoir 

y(am)  =  (alam)V„ 
el 

y{bm)  =  (a2bm)Vn=(a2am)Yn+\„„ 
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on  trouve 

ym(an)  =  o,        rm(l>m)  =  V,„. 

La  première  condition  des  y„  est  donc  établie. 

La  seconde  résulte  de  ceci  que,  n  croissant  indéfiniment,  u„  tend 
nécessairement  en  longueur  vers  zéro,  si  E  est  borné.  Car  la  série  un 
est  alors  convergente.  Or,  yn(x)  est  la  différence  y(x)  —  y(a„) 
quand  x  est  sur  //„.  La  continuité  des  fonctions  étant  uniforme,  la 
valeur  absolue  maximum  de  yn  (#)  sur  son  intervalle  de  définition//,, 
tend  vers  zéro  quand  //  croît  indéfiniment,  puisque  x  —  an.  positif  et 
inférieur  à  //„,  tend  aussi  vers  zéro.  Les  conditions  énoncées  sont  donc 
nécessaires. 

Montrons  qu'elles  sont  suffisantes.  D'abord  si  ym(x)  défini  sur 
l'intervalle  um  est  continu  dans  cet  intervalle,  et  tend  vers  zéro 
quand  x  tend  vers  am,  vers  V„,  quand  x  tend  vers  bm,  x  restant  dans 
les  deux  cas  intérieur  à  //,„,  y(x).  qui  ne  diffère  de  ym(x)  à  l'in- 
térieur de  //„,  que  par  la  quantité  («!//„, )V„,  tend  vers 

(</lct„,)V„  =  y(am) 
et  vers 

(  a  2  a,„  )  V„  -+-  V,„  —  (  a  2  b,„  )  V„  =  y  (  b,„  ) 

respectivement  quand  x,  sans  quitter  l'intérieur  de  //,„,  tend  vers  a,n 
et  vers  bm.  Donc,  y  est  continu  sur  tout  segment  contigu  à  L  et  pour 
l'intérieur  de  ce  segment,  en  particulier  en  tout  point  de  première 
espèce  de  E,  droit  ou  gaucbe,  du  côté  opposé  à  E  et  aux  points  isolés 
de  E  des  deux  côtés.  Il  suffit  donc  d'établir  la  continuité  de  y  aux 
points  de  E  non  isolés,  pour  les  deux  côtés  en  ceux  de  seconde  espèce, 
et  en  ceux  de  première  espèce  pour  le  seul  côté  où  ils  sont  limites  de 
points  de  1'.  C'est  seulement  ici  qu'intervient  l'bypotbèse 

liin  |.}'„(  X  ||  =  0. 

n  » 

Donnons-nous  un  nombre  e  positif  et  montrons  la  possibilité  de 
définir//  de  façon  que  l'inégalité  \x  —  x'\<C  h  entraîne  \y'  —  y\  <  3s, 
quels  que  soient  x  el  x  agrégés  au  segment  ////.  Soii  d'abord, 
conformément  à  la  dernière  hypothèse,  un  nombre  N,,tel  que,  pour 
toute  valeur  de  //  supérieure  à  N,,  2\yH(x)\<^t.  Alors,  si  x  et  x'  sont 
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agrégés  à  un  segment  um  d'indice  supérieur  à  N,,  on  a 

\y'-y\  =  \y,Ax')-ym{x)\<\ym(x')\+\ym{x)\<E. 

Pour  chaque  segment  uu  d'indice  au  plus  égal  à  N,,  y  étant  continu 
sur  lui,  il  est  possible  de  définir  un  nombre  hn  tel  que,  x  et  x'  étant 
simultanément  agrégés  à  ce  segment  //„,  l'inégalité  \x  —  x'\  <  //„ 
entraine  \y  —  y  |  <£.  Soit  h0  le  plus  petit  des  nombres  /*,,  h2,  . ..,  ANi. 
Alors,  si  x  et  x  sont  deux  nombres  agrégés  à  un  même  segment  u„  et 
distants  entre  eux  de  moins  de  A„,  que  l'indice  n  surpasse  ou  non  N,, 
on  a 

I/-Jl<£- 

La  série  V„  étant  par  hypothèse  absolument  convergente,  posons 

p»=|V,M-.l  +  |Vn+J|+... 

et  soit  N2  un  nombre  tel  que  pN.<  t.  Désignons  par  h'a  la  plus  petite 
des  longueurs  des  intervalles  «,,  ...,  «Hj.  Si  la  distance  de 
deux  points  s,  l  est  inférieure  à  h'0,  les  indices  des  intervalles  u„ 
entièrement  agrégés  à  l'intervalle  st  surpassent  tous  N2  et  la 
somme  (*2/)V„  est  en  valeur  absolue  inférieure  à  pv,  donc  à  e. 
Prenons  pour  //  le  plus  petit  des  deux  nombres h0  et  h't.  Soient  x  et  x' 
deux  nombres  quelconques  du  segment  ab  et  distants  de  moins  de  h. 
Si  xelx'  sont  agrégés  au  même  segment  u„,  d'après  \x'  —  a?|<À<[  A0, 
iy  — ^|  est  inférieur  à  £.  Si  c  et  x1  sont  séparés  par  des  points 
de  E,  on  a,  en  supposant  x  inférieur  à  x', 

{a2x')Vn={a2a:)\n+(x2x')Vn-ha>\p, 

tu  étant  nul  si  x  est  sur  E,  égal  à  i  si  x  est  intérieur  à  l'intervalle  //,,. 
De  là  l'égalité 

y'-Y  =  (x2x')\n  -+-  (o  [yp{bp)  —  /,(*)]  4-  u'  [>,(*')-  J-/K)] 
avec 

y,,(6;,)  =  V,,,  .v(/(ar7)  =  0, 

oj  étant  nul  si  x  est  sur  P,  égal  à  i  si  x  est  intérieur  à  //,,.  co'  étant  nul 
si  ./■'  esl  sur  E,  égal  à  i  si .//  est  intérieur  à  «„.  Mais,  d'après 

o  <  x'  —  x  <  //  „ , 
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le  premier  terme  est  inférieur  à  £  en  valeur  absolue.  D'après  bp  —  x 
et  x'  —  aq<^x'  —  x<^h0,  t  surpasse  aussi  la  valeur  absolue  des  deux 
derniers  termes.  Donc,  \y'  —  y\  <  3s  moyennant 

o<x' — x  <  /;         et         a  <x  <.&'<.  b. 

La  continuité  de  y(x)  est  donc  établie  en  tout  point  du  segment  ab 
étranger  ou  agrégé  à  E. 

La  condition 

lim|j„(x)  |  =  o 

est  indispensable  à  l'exactitude  du  théorème.  Nous  aurions  V„  =  o, 
avec 

,     .         -  x  —  a„ 

j„  (  j-  )  =  si n  2  7t > 

et  les  conditions  de  convergence  absolue  de  la  série  V„,  celles  de 
continuité  de  la  fonction  y„ (x)  sur  u„  seraient  vérifiées,  y  étant 

(a2x)Ya  +  a>ym(x) 

avec  to  =  o  ou  co  =  i  selon  que  a;  est  agrégé  à  E  ou  intérieur  à  u„„  y  serait 
bien  continu  hors  de  E  et  aux  points  de  E  isolés,  et  encore  aux  points 
limites  de  première  espèce  de  E  du  côté  opposé  à  E.  Mais  en  tout  point 
de  seconde  espèce  de  E  des  deux  côtés,  aux  points  de  première 
espèce  du  côté  de  E,  y(x)  serait  discontinu  et  admettrait  toutes  les 
valeurs  limites  du  segment  —  i,  +  i . 

11  bis.  Sohf(x)  une  fonction  continue  surle  segment  ab  des  points 
extrêmes  de  E.  Posons 

\n=f(bn )-/(«„)  et         yn{x)±f(x)  -/(«„). 

y„  étant  défini  uniquement  sur  le  segment  un.  Supposons  enfin  la 
série  V„  absolument  convergente  et  soit 

w  étant  nul  si  x  est  sur  E  et  égal  à  î  si  x  est  dans  L'intervalle  um. 
Je  dis  que,  si  E  est  dénombrable,  on  a  /(  ■')  =y{x).  Soit  0(.r)  la 
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différence  f(x)  —  y(x).  Nous  voulons  prouver  que  0  est  nul.  En  effet, 
/étant  continu,  |j„(c)|,  comme  nous  l'avons  montré,  tend  vers  zéro 
pour  n  infini.  Donc,  y(x)  est  une  fonction  continue.  Donc,  0  est 
continu.  Or,  dans  l'intervalle  um,  y  ne  diffère  de  y,„  et  par  suite 
de  /  que  par  une  constante  additive.  Donc,  dans  l'intervalle  u,„, 
0  est  constant.  Donc,  E  étant  dénombrable,  et  0  continu,  0  est  constant 
entre  les  extrémités  a  et  b  de  E.  Comme  0  est  nul  en  a,  0  est  iden- 
tiquement nul.  L'expression  de  /(.-r)  est  donc  établie. 

Supposons  E  non  dénombrable,  soit  P  son  noyau  parfait.  Alors, 
toujours  dans  l'bypotbèse  de  la  convergence  absolue  de  la  série  Y„, 
0  est  constant  sur  chaque  segment  Up  contigu  à  P,  E  étant 
dénombrable  et  fermé  sur  le  segment  U/;.  Mais  0  n'est  pas  nécessai- 
rement nul  dans  tous  ces  contigus.  Si  A  est  l'extrémité  gauche  de  P, 

0(A)  =  0(«)  =  o 
et  par  suite 

j(A)=/(A). 

Soient  A/;  et  B;,  les  extrémités  de  U,,.  E  étant  dénombrable  sur  U,,, 
nous  avons  dans  cet  intervalle  l'identité 

A*)  =/{\P)  +  (\ïx)\m  +  *>iy,„(j?)=/(A/))+.>-(.*)-<y(M, 

œ  étant  o  ou  i,  selon  que  x  est  sur  E  ou  intérieur  à  um,  intervalle 
lui-même  inclus  dans  \]p.  Quand  x  varie  dans  U/;  posons 

Y,,(.r)  =/(.,•) -/(A,,)  =  r(,r)  -  J(  A,,). 

•le  dis  que  :  i°  la  série  Y„(B„)  =  /(B/()  -  /(A„)  =  W;J  est  abso- 
lument convergente,  et  i°  si  nous  définissons  ainsi  Y(x)  : 

ï  (  '•)=/(A)-t-(.\v.i-)w/,+  ,„'V,/(,r)) 

w'  étant  o  ou  i  selon  que  x  est  agrégé  à  P  ou  intérieur  à  Uy,  y(x)  est 
identique  à  \  (x).  Nous  avons  en  effet, 

w.      5    (BP)=y(B,,)-^(A,,)      (  \,,ii:.  i\ 
Donc,  quel  que  soit  ;  sur  P,  l'expression  (AE^W,  est  une  série 
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double  formée  avec  les  termes  de  la  série  (A2^)Vn,  de  manière 
que  chaque  terme  V„  de  la  seconde  figure  dans  l'un  des  W/(  et 
dans  un  seul,  une  fois  et  une  seule.  La  deuxième  série  étant 
absolument  convergeante,  il  en  est  de  même  de  la  première  [ce  qui 
donne  un  sens  à  la  définition  de  Y(a?)]  et  toutes  deux  ont  la  même 
somme.  Or, 

(A2i)W,,=  Y(i)-Y(A),         (A2i)V„=7(t)-r(A). 

L'égalité  de  ces  quatre  nombres  signifie  que  Y  -y  est  constant 
sur  P,  et  par  suite  nul  comme  en  A,  d'après  Y(A)  =f(\)  —  yÇA). 
Or,  l'expression  de  Yp  montre  que  Y — y  est  constant  sur  Up. 
Y  et  y  étant  Tune  et  l'autre  continues  pour  des  raisons  de  même 
nature,  Y  --  y  est  bien  nul,  et  y(x)  est  susceptible  de  revêtir  la 
forme  de  Y. 

Ce  qui  précède  nous  fait  comprendre  pourquoi  nous  ne  consi- 
dérerons guère  d'expression  de  la  forme  y  que  dans  le  cas  où 
E  est  parfait.  Dans  l'hypothèse  de  la  convergence  absolue  de  la 
série  V„,  la  série  y  peut  en  effet  être  supposée  réduite  comme 
nous  venons  de  le  faire  dans  chaque  contigu  au  noyau  P  de 
l'ensemble  fermé  E.  D'ailleurs,  dans  un  intervalle  sans  points 
communs  avec  P,  toute  fonction  continue  /  est  caractérisée,  à  une 
constante  additive  près,  par  les  y„  d'où  résultent  les  V„,  tandis  qu'il 
n'en  est  plus  de  même  dans  un  intervalle  contenant  des  points  de  P. 

Nous  montrerons  un  peu  plus  loin  que,  si  la  série  des  valeurs  absolues 
maximum  de  y„(x)  sur  //„  est  convergente,  on  peut  en  conclure  pour 
hi  plupart  des  points  de  seconde  espèce  de  P  l'existence  d'une  dérivée 
nulle  pour  y,  sans  que  la  continuité  de  y„  soit  même  nécessaire. 

12.  Nous  appelons  avec  M.  Baire  portion  d'un  ensemble  parfait  P 
l'ensemble  des  points  de  P  situés  sur  un  segment  continu  /  possédant 
à  son  intérieur  au  moins  un  point  de  P  cl  par  suite  une  infinité  non 
dénombrable  de  points,  avec  celle  réserve  que  les  extrémités  de  j 
sont  ou  non  incorporées  à  la  portion  considérée  suivant  qu'elles  en  sont 
points  limites  on  points  isolés.  Ce  dernier  cas  se  présente  si  ;  a  une 
extrémité  commune  avec  un  intervalle  «  contigu  à  I',  tous  les  autres 
points  de  a  étant  intérieurs  kj. 


SUR    LES    NOMBRES    DERIVES    DES     FONCTIONS    CONTINUES.  12  1 

Considérons  par  exemple  l'ensemble  parfait  classique  obtenu  en 
retranchant  du  segment  o  —  i  les  points  intérieurs  au  tiers  médian,  puis 
de  chacun  des  deux  segments  conservés,  les  points  intérieurs  à  leurs 
tiers  médians  et  ainsi  de  suite.  Les  points  restants  sont,  comme  on 
sait,  ceux  qu'il  est  possible  d'écrire  dans  le  système  numérique  de 
base    3,   avec  les  seuls  chiffres  o  et  2.  Les  points  de  cet  ensemble 

situés  dans  l'intervalle  ^>    -  forment  une  portion  ayant  pour  extré- 

■    ,       2      I      T  .i3  .  .  ,T 

mites  -,  ^-  Les  points  -  et  y   sont  de  seconde  espèce.   Les  points 


1     3 


18 
Le  segment    •  ->  dont  les  extrémités  sont  sur  P,  contient  une  portion 


de  P  agrégés  au  segment  y,  -  forment  une  autre  portion  de  P,  tandis 

que   l'intervalle  7,    -    détache   de   P  un   ensemble  non  fermé  et  a 

4      4 

fortiori,  non  parfait,   donc  ne  constituant  pas   une    portion   de   P. 

1    S 

9    9 

de  P  ne  renfermant  ni  l'un  ni  l'autre  des  points  -,  -,  lesquels  sont 
isolés  dans  l'ensemble  commun  à  P  et  au  segment.  La  portion  définie 
par  ce  même  segment  linéaire  a  pour  points  extrêmes    •     •  En  somme, 

une  portion  de  V  est  un  ensemble  parfait  v>  agrégé  à  P  et  contenant 

tous  les  l'oints  <!<■  V  situés  dans  l'intervalle  de  ses  propres  j»>i///s 
extrêmes  (ceux  de  ra). 

Au  lieu  de  portion  de  P,  nous  dirons  parfois  segment  de  P.  Pour 
éviter  toute  confusion,  nous  qualifierons  de  linéaire  un  segment 
continu. 


13.  On  dit  qu'un  ensemble  fermé  esl  dense  sur  P,  s'il  contient  au 
moins  une  portion  de  I'.  <  >n  dit  qu'un  ensemble  non  fermé  E  esl 
dense  sur  P,  si  l'ensemble  des  points  (E,  P)  commun  à  E  el  à  P  a 
pour  dérivé  un  ensemble  (fermé)  dense  sur  P,  donc  admet  dans  son 
dérivé  (lequel  esl  tout  entier  suc  P)  une  portion  de  I'.  K  est  dit 
partout  dense  sur  P  si  l'ensemble  (K,  P)  admet  pour  dérivé  la  tota 
lité  de  I*.  Un  ensemble  <i  non  dense  sur  I'  est  donc  tel  que  l'en- 
semble (G,  P)  n'admet  dans  son  dérivé  â((  '<,  P  )  aucun.-  portion  t\<-  P. 

(Jette  définition    équivaut  à    la    suivante:    G    est  non  dense    suc    P   si 
Journ.  de   Math.  (7*  série),  tome  I.       Fasc.  II,  igi5.  lo 
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toute  portion  de  P  en  renferme  une  autre  ne  contenant  aucun  point 
de  G('). 

14.  C'est  une  propriété  essentielle  des  ensembles  non  denses  sur 
un  ensemble  parfait  continu  ou  non  que  la  réunion  d'une  infinité 
dénombrable  d'entre  eux  ne  peut  pas  reconstituer  l'ensemble  parfait 
qui  est  leur  base  commune.  La  démonstration  en  est  simple.  A  la  suite 
d'ensembles  non  denses  E, ,  E2,  . . . ,  E„,  . . . ,  on  fait  correspondre  une 
suite  de  portions  de  l'ensemble  parfait  P,  soit  et,,  xz.,,  . . .,  cr„,  . . .,  de 
manière  que  mn  soit  compris  dans  rrr„_,  et  ne  contienne  aucun  point 
de  E„,  couple  de  conditions  toujours  réalisable  connaissant  gt„_,,  à 
cause  de  la  non-densité  de  E„.  Les  ra„  ont  en  commun  au  moins  un 
point  étranger  à  tous  les  E„.  Donc  la  réunion  des  E„  n'épuise  pas  P. 
D'ailleurs,  cj,  peut  être  choisi  intérieur  à  n'importe  quelle  portion  n> 
de  P.  Donc,  l'ensemble  G  des  points  étrangers  à  tous  les  E„  est 
partout  dense  sur  P.  De  plus,  G,  pas  plus  que  P,  ne  peut  être  épuisé 
par  l'extraction  d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  non  denses. 

lo.  M.  Baire  a  désigné,  sous  le  nom  d'ensemble  de  première  caté- 
gorie surV,  tout  ensemble  E  réunion  d'une  infinité  dénombrable  d'en- 
sembles non  denses  sur  P.  Les  ensembles  agrégés  à  P  et  ne  présentant 
pas  ce  dernier  caractère  sont  appelés  par  le  même  auteur  «  ensembles 
de  deuxième  catégorie  ».  Ces  dénominations  nous  paraissent  pré- 
senter le  défaut  de  n'être  pas  suffisamment  explicites  par  elles-mêmes; 
elles  ne  possèdent  pas  ce  caractère  éminemment  souhaitable  d'éveiller 
dans  l'esprit  du  lecteur  ou  de  l'auditeur,  grâce  à  leur  seule  étymologie 
ou  à  leur  simple  acception  dans  le  langage  courant,  l'intuition  du 
sens  spécial  et  précis  qu'on  veut  leur  donner.  De  plus,  il  me  paraît 


I  '  i  Soit  I!  un  ensemble  fermé  agrégé  à  l'ensemble  parfait  I'  et  non  dense  sur 
lui.  Soient  y.  el  (3  les  extrémités  d'une  portion  rr<  de  II.  Tous  les  points  de  cr 
font  partie  de  I',  mais  m,  entre  y.  et  (3,  I'  n'avait  pas  d'autres  points  (néces- 
sairemenl  inclus  dans  des  contigus  a  bj  i,  m  sera  i  t  une  portion  de  I'.  H  contenant 
une  portion  de  I'  serait  dense  mu-  ce  dei  uni.  Pour  que  II  soit  non  dense  sur  I'  : 
i"  il  n'esl  pas  nécessaire  que,  dans  tout  conligu  à  II,  I'  possède  des  points,  mais 
2°  les  routions  à  II  contenant  des  points  de  I'  doivent  être  ainsi  distribués  que 
toute  portion  île  II  admette  des  contigus  de  cette  sorte. 
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essentiel  de  faire  jouer  un  rôle  particulier,  entre  tous  les  ensembles 
«  de  deuxième  catégorie  »,  à  ceux  qui  sont  complémentaires  d'un 
ensemble  «  de  première  catégorie  ».  Ceux-ci  sont  obligatoirement 
partout  denses,  nous  l'avons  vu,  sur  l'ensemble  parfait  continu  ou 
discontinu  auquel  on  les  rattache.  Les  autres  au  contraire,  sans  être 
non  denses,  peuvent  n'avoir  pas  de  points  dans  certains  intervalles 
(ou  certaines  portions  de  P).  Par  exemple  les  deux  intervalles  o  —  i 
et  2  —  3  sont  l'un  et  l'autre  des  ensembles  indécomposables  en  une 
infinité  dénombrable  d'ensembles  non  denses.  Ils  ne  sont  cependant 
ni  l'un  ni  l'autre  partout  denses  sur  le  continu.  Nous  sommes  conduits 
à  subdiviser  la  seconde  catégorie  en  deux,  les  catégories  ia  et  26, 
ainsi  distinguées  l'une  de  l'autre  :  Sur  l'ensemble  parfait  P,  un 
ensemble  (26)  a  pour  complémentaire  un  ensemble  de  première 
catégorie;  un  ensemble  (2a)  et  son  complémentaire  sont  de  deuxième 
catégorie  l'un  et  l'autre. 

Considérons  les  premiers  ensembles.  On  obtient  l'un  d'eux  R,  en 
extrayant  indéfiniment,  de  l'ensemble  parfait  P,  des  ensembles  non 
denses  sur  lui.  R  est  l'ensemble  des  points  jamais  retranchés,  et  qui 
subsisteraient  seuls  si  l'on  effectuait,  d'un  seul  coup,  cette  infinité 
d'extractions.  Je  propose  d'appeler  G  un  résiduel  de  P.  C'est  donc 
par  définition  le  complémentaire  d'un  ensemble  de  première  catégorie 
sur  P. 

Nous  qualifierons  d'inexhauslible  sur  l'ensemble  parfait  P,  continu 
ou  non,  un  ensemble  I  agrégea  P  et  qu'on  ne  peut  constituer  avec 
une  infinité  dénombrable  d'ensembles  non  denses  sur  P.  C'est  exac- 
tement l'ensemble  général  de  seconde  catégorie  de  M.  Raire.  Inver- 
sement, on  ne  peut  pas  épuiser  I  en  retranchant  de  lui  une  infinité 
dénombrable  de  ces  derniers  ensembles.  De  là,  le  nom  proposé 
(I  ensembles  inexhaustibles.  Tout  résiduel  esi  inexhaustible,  mais  la 
réciproque  u'esl  pas  vraie.  Une  propriété  essentielle  d'un  résiduel 
de  P  est  en  effet  d'être  partout  dense  sur  I',  tandis  que  deux  portions 
complémentaires  de  P,  séparées  parmi  contigu,  sont  l'une  et  l'autre 
inexhaustibles  et  toutefois  bien  évidemment,  aucune  n'a  de  points 
sur  l'autre.  I  ..1  propriété  capitale  des  résiduels  esl  la  suivante.  Deux 
résiduels  ou  même  une  infinité  dénombrable  de  résiduels  relatifs  à 
un  même  ensemble  parfait  I'  ont  <-n  commun  un  résiduel  de  I'.  <  !ar 
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l'ensemble  R  commun  à  deux  ensembles  15,,  15.,,  ou  à  une  infinité 
d'ensembles  R„  a  pour  complémentaire  D  la  réunion  des  complé- 
mentaires D,,  Do,  . . .,  D„,  . . .,  de  R,,  R2,  . . .,  R„,  ....  Si  Dn  est  la 
réunion  d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  non  denses  sur  P,  il 
en  est  de  même  de  D.  Donc  R,  ensemble  commun  aux  lî„  et  complé- 
mentaire de  D,  est  un  résiduel  de  P. 

R  et  I  étant  l'un  résiduel,  l'autre  inexhaustible  sur  P,  R  et  I 
ont  des  points  communs.  En  effet,  si  nous  retranchons  de  1  tous 
les  points  appartenant  en  même  temps  au  complémentaire  D  de  R,  il 
reste  des  points  de  I,  sinon  I  serait  agrégé  à  D  et  par  suite  de  première 
catégorie.  D'ailleurs  les  points  de  I  étrangers  à  D  forment  un 
ensemble  I'  inexhaustible  s'il  en  est  ainsi  de  I.  Or,  1'  est  l'ensemble 
commun  à  R  et  à  I.  Donc,  un  résiduel  et  un  ensemble  inexhaustible 
ont  en  commun  un  ensemble  inexhaustible.  Mais  deux  ensembles 
inexhaustibles  n'ont  pas  nécessairement  des  points  communs. 

Reste  à  désigner  les  ensembles  de  première  catégorie.  Un  ensemble 
de  cette  sorte  peut  être  partout  dense,  constituer  une  pleine  épaisseur 
du  continu  (voir  ci-après),  il  a  néanmoins  une  trame  plus  disloquée, 
plus  granuleuse  que  son  complémentaire.  Celle  de  ce  dernier  est 
plus  touffue,  plus  unie,  plus  cohérente  que  celle-là,  si  ces  dernières 
expressions  peuvent  s'appliquer  à  un  ensemble  généralement  discon- 
tinu, tout  au  moins  s'il  est  linéaire.  Si  l'on  veut  adopter  une  épithète 
s'appliquant  au  cas  des  ensembles  à  plusieurs  dimensions,  il  faut 
qu'elle  convienne  également  à  des  aspects  aussi  opposés  que  les 
suivants  :  d'un  côté  l'ensemble  comprenant  les  droites  d'abscisses 
rationnelles  parallèles  à  l'axe  des  y,  associées  aux  droites  d'ordonnées 
rationnelles  parallèles  à  l'axe  des  x,  ou,  avec  plus  de  deux  dimensions, 
la  totalité  des  plans  parallèles  à  l'un  quelconque  des  plans  de  coordon- 
nées et  situés  à  une  distance  rationnelle  de  celui-ci;  d'un  autre  côté, 
l'ensemble  (dénombrable)  des  points  à  coordonnées  toutes  ration- 
nelles. I  tans  la  première  espèce,  deux  points  quelconques  de  l'en- 
semble peuvent  être  toujours  reliés  par  un  continu  agrégé  à  lui,  il 
n'en  esl  jamais  ainsi  dans  le  complémentaire  entre  deux  quelconques 
de  ses  points.  C'est  le  contraire  pour  la  seconde  espèce,  entièrement 
discontinue,  à  l'opposé  des  ensembles  complémentaires.  Des  qualifi- 
catifs assez  naturels  tels  que  «  rompu  »,   «disjoint»  doivent  être 
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rejetés  à  cause  de  la  structure  quasi  continue  d'ensembles  auxquels 
on  serait  conduit  à  les  attribuer.  «  Dissociable  »  n'évoque  pas  une 
idée  suffisamment  caractéristique.  On  peut  songer  à  utiliser  en 
radicaux  des  mots  tels  que  «  grille  »,  «  crible  »,  à  rappeler  que  ces 
ensembles  «  amplifient  »  les  ensembles  non  denses.  Je  propose 
d'appeler  gerbe  ou  ensemble  gerbe  sur  l'ensemble  parfait  P 
continu  ou  non,  la  réunion  d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles 
non  denses  sur  P. 

Notions  d'ordre  métrique. 

Les  définitions  précédentes  sont  relatives  aux  propriétés  descrip- 
tives des  ensembles.  Les  propriétés  descriptives  sont  celles  qui  se 
conservent  dans  une  transformation  continue  ainsi  que  son  inverse. 
Les  propriétés  métriques  sont  celles  qui  subsistent  dans  une  transfor- 
mation du  type  précédent,  mais  possédant  de  plus  un  coefficient 
différentiel  fini  en  tout  point. 

i(>.  Au  point  de  vue  descriptif,  les  ensembles  se  caractérisent 
essentiellement  par  leurs  propriétés  à  l'égard  de  la  densité.  Descripti- 
vement,  l'ensemble  quasi  vide  est  l'ensemble  non  dense,  et  par 
extension  l'ensemble  gerbe.  Le  théorème  de  M.  Baire  :  «  une  fonction 
de  classe  i  (ou  limite  de  fonctions  continues)  est  ponctuellement 
discontinue  sur  tout  ensemble  parfait  »  ou  plus  précisément  «  les  points 
de  continuité  sur  P  d'une  fonction /de  classe  i  forment  un  résiduel 
de  P,  les  points  de  discontinuité  de  /sur  P  constituant  un  ensemble 
gerbe  »,  ce  théorème  pourrait  encore  s'énoncer  ainsi  :  «  Descriptive- 
ment,  une  fonction  déclasse  i  est  presque  partout  continue  sur  chaque 
ensemble  parfait  ».  Une  transformation  continue  quelconque  mais 
toujours  croissante  ou  décroissante  effectuée  sur  x  conserve  les  pro- 
priétés de  densité  ou  de  non-densité  des  ensembles.  Elle  laisse  donc 
invariantes  les  classilicalions  des  ensembles  en  résiduels,  inexhaustibles 
ou  gerbes.  Mais  nous  verrons  plus  loin  (63)  qu'elle  ne  conserve 
nullement  eu  général  le  caractère  d'épaisseur)  lî))  ou  de  non-épaisseur 
présenté  par  un  ensemble.  On  montrerai!  sans  peine  que  ces  caractères 
sonl  maintenus  quand  la  transformation  possède  en  chaque  point  une 
dérivée  finie  (à  signe  constant,  pour  la  continuité  de  La  transforma- 
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tion  inverse).  Il  est  remarquable  que  dans  l'étude  de  diverses  catégo- 
ries de  fonctions,  entre  autres  les  fonctions  analytiques,  les  fonctions 
sommes  de  séries  trigonomélriques,  dont  la  définition  est  en  rapport 
étroit  avec  la  notion  de  dérivée  (les  premières  ont  une  dérivée  par 
rapport  à  z,  les  secondes  sont  des  dérivées  secondes  généralisées  par 
rapport  à  l'arc),  les  points  où  ces  fonctions  jouissent  de  propriétés 
exceptionnelles  ou  perdent  leurs  caractères  fondamentaux,  en  un  mot 
les  singularités  de  ces  fonctions  forment  des  ensembles  se  répartissant 
naturellement  en  classes  différenciées  les  unes  des  autres,  simulta- 
nément par  l'allure  des  fonctions  au  voisinage  de  ces  ensembles  et 
par  les  propriétés  métriques  de  ces  derniers.  A  l'appui  de  cette  obser- 
vation, je  rappellerai  les  oppositions  typiques  présentées  entre  elles 
par  les  fonctions  analytiques  uniformes  au  voisinage  de  leurs  singu- 
larités discontinues,  selon  que  celles-ci  ont  une  longueur  nulle,  ou 
une  longueur  finie,  ou  une  longueur  infinie  avec  aire  nulle  ou  aire 
non  nulle,  etc.  Il  est  assez  naturel  d'ailleurs  que,  l'existence  d'une 
dérivée  aux  points  réguliers  indiquant  la  possibilité  de  mesurer  la 
variation  élémentaire  d'une  fonction  de  x  ou  de  z  au  moyen  de  la 
variation  élémentaire  de  x  ou  de  z,  l'étendue  des  points  où  certaines 
irrégularités  se  présentent  intervienne  dans  la  nature  des  aspects 
exceptionnels  offerts  par  la  fonction  dans  leur  voisinage.  Le  point  de 
vue  métrique  se  présente  dans  les  moindres  détails  de  l'étude  des 
fonctions  analytiques.  Il  se  manifeste  en  particulier  dans  cette  méthode 
de  raisonnement  universelle  dans  cette  théorie  et  consistant  à  ramener 
chaque  proposition  à  un  théorème  sur  la  croissance.  Dans  le  présent 
Mémoire,  les  principaux  résultats  obtenus  découleront  de  l'association 
des  propriétés  métriques  des  dérivées  et  nombres  dérivés  des  fonctions 
à  leurs  propriétés  descriptives.  Nous  ne  devons  pas  oublier,  en  effet, 
qu'une  dérivée  bi-  ou  unilatérale  est  la  limite  d'une  fonction  continue 

j_\ —       i — j_\ — it   jt  tcnc]ant  vers  zéro    bi-    ou    unilatéralement.   Les 

// 

ensembles  quasi  vides  intéressant  les  dérivées  ou  les  nombres  dérivés 
sont  donc  de  deux  sortes,  les  ensembles  sans  épaisseur  et  les  ensembles 
gerbes.  Compléinentairement,  les  ensembles  quasi  universels,  les 
ensembles  pour  lesquels  les  locutions  «  sur  l'un  deux  »  et  «  presque 
partout  »  sont  synonymes,  seront  aussi  bien,  selon  les  cas,  les  résiduels 
•  pic  les  pleines  épaisseurs. 
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17.  Nous  allons  rappeler  les  définitions  essentielles  utilisées  clans 
la  mesure  des  ensembles,  et  présenter  de  cette  opération  une  analyse 
succincte,  mais  indispensable  pour  la  suite  de  ce  Mémoire  (  '  ). 

D'après  MM.  Borel  et  Lebesgue,  un  ensemble  E,  rectiligne,  situé 
sur  un  segment  s  dont  la  longueur  est  prise  pour  unité,  est  dit  mesu- 
rable, s'il  est  possible,  pour  toute  valeur  de  e,  de  définir  deux 
familles  d'intervalles  ?,(e),  <pa(e),  tels  que  :  i°  tout  point  de  E,  est 
intérieur  à  un  intervalle  o,  et  tout  point  de  E2,  complémentaire  de  E, 
sur  s,  est  intérieur  à  un  intervalle  <p2;  2°  /,(ï)et  L(t)  désignant 
respectivement  la  somme  des  longueurs  des  intervalles  cp,  et  cp2, 
satisfont  aux  inégalités  i  <  /,(e)  +  L(z)  <  i  4-  e.  On  montre  alors 
que,  e  tendant  vers  zéro,  /,(e)  et  l,{i)  tendent  respectivement  en 
décroissant  vers  deux  limites  l,  et  /,  qui  sont  leurs  bornes  inférieures 
et  dont  la  somme  est  évidemment  l'unité.  /,  (e)  et  l2(t),  chacun  supé- 
rieurs à  leur  limite,  l'excédent  de  moins  de  e.  /,  et/,  sont  appelés 
respectivement  mesure  ou  longueur  de  E,  et  de  E...  Un  ensemble 
et  son  complémentaire  sont  donc  simultanément  mesurables  ou  non. 
Le  résultat  suivant  est  fondamental  dans  la  théorie  de  la  mesure: 
L'ensemble  formé  de  la  réunion  d'une  infinité  dénombrable  d'en- 
sembles deux  à  deux  distincts  et  mesurables,  est  mesurable  et  a  pour 
longueur  la  somme  des  mesures  des  ensembles  composants.  Ou  en 
regardant  leurs  complémentaires,  l'ensemble  des  points  communs 
aune  infinité  dénombrable  et  ordonnée  en  suite  simple,  d'ensembles 
mesurables  dont  chacun  est  agrégé  au  précédent,  cet  ensemble  es1 
mesurable  et  sa  mesure  est  la  borne  inférieure  des  longueurs  des 
ensembles  dont  il  est  le  résidu.  Par  suite  :  un  ensemble  dénombrable 
est  de  mesure  nulle;  un  ensemble,  formé  des  points  intérieurs  à  une 
infinité  d'intervalles  dont  deux  quelconques  d'entre  eux  n'empiètent 
pas  l'un  sur  l'autre,  est  mesurable  et  a  pour  mesure  la  somme  de  la 

(')  Les  résultats  des  nM  18-20  ne  prétendent  à  aucune  originalité.  Ils  sont 
une  conséquence  toute  naturelle  des  définitions  de  la  mesure  donnée  par 
MM.  Borel  el  Lebesgue,  .i  qui  revient  uniquement  la  priorité  globale  de  tous 
ces  corollaires.  Mais  leur  utilité  dans  les  applications  métriques  des  ensembles 

est  extrême  el  ils  s'imposeni  d'eux   mêmes  à  l'attention  des   géomètres,  co e 

le  montre  la  fréquence  avec  laquelle  ils  onl  été  énoncés.  (I  où\  par  ex.,  Fatoi 
Bull.  Soc.  math.,  t.  X.LI,  igi3;  DliNJOY,  Comptes  rendus,  j  mars  1910,  etc.)- 
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série  formée  par  les  longueurs  des  intervalles,  lesquelles  peuvent, 
comme  on  sait,  toujours  être  rangées  dans  une  suite  unique.  Un 
ensemble  fermé  étant  toujours  complémentaire  d'un  ensemble  du 
type  précédent  est  mesurable.  Je  me  borne  à  rappeler  tous  ces  résul- 
tats en  renvoyant  le  lecteur  pour  de  plus  amples  explications  aux 
travaux  de  M.  Lebesgue.  Mais  il  sera  intéressant  d'éclairer  la  notion 
d'ensemble  mesurable  par  la  brève  analyse  suivante. 

18.  Supposons  inférieur  à  /,  le  nombre  £  figurant  dans  la  défini- 
tion des  intervalles  <p,(£)  et  o.2(z).  La  longueur  totale  des  <p2(e),  soit 
4(e),  est  inférieure  à  U-\-  e.  Soit  F,  (i)  l'ensemble  des  points  qui  ne 
sont  intérieurs  à  aucun  des  ©2(e).  F,  (s)  est  fermé.  F,  (s)  ne  com- 
prend aucun  point  de  E.,,  donc  est  agrégé  à  E,.  Le  complémentaire 
de  F,(V),  constitué  par  les  contigus  à  F,(e),  a  cbacun  de  ses  points 
intérieur  à  au  moins  un  intervalle  <p2(£).  La  longueur  totale  des  con- 
tigus à  F,  (s)  est  donc  au  plus  égale  à  celle  des  o2(t),  s°it  i-A1)- 
F,(e)  a  donc  une  mesure  au  moins  égale  à  i  —  L(  e)>/(  —  e.  Soit 
P,(e)  le  noyau  parfait  de  F,(e).  Un  ensemble  fermé  et  son  noyau,  ne 
différant  que  par  un  ensemble  dénombrable,  ont  même  mesure.  Nous 
aboutissons  donc  à  la  conséquence  suivante  qui  sera  par  la  suite 
d'une  application  constante: 

Etant  donné  un  ensemble  E  de  mesure  positive,  si  petit  que  soit  le 
nombre  positif  e,  il  existe  un  ensemble  peu- fait  agrégé  à  E  et  dont 
In  mesure  diffère  de  moins  de  :  de  celle  de  E. 

Ce  théorème  nous  conduit  à  une  proposition  très  importante. 
Soient  /  la  mesure  de  E  et  0  un  nombre  positif  inférieur  à  i .  Nous  pou- 
vons déterminer  un  ensemble  parfait  P,  agrégé  à  E  et  de  mesure 
supérieure  à  (i  —  0)/.  Soient  E'  l'ensemble  des  points  de  E  étrangers 
à  P,  et  /'  la  mesure  de  E'.  V  est  inférieur  à  0/.  Si  /  est  différent  de 
zéro,  déterminons  un  ensemble  parfait  P»  agrégé  à  E',  et  dont  la 
mesure  surpasse  (i  —  0  )  /',  el  ainsi  de  suite.  (  généralement,  supposons 
déterminés  les  ensembles  parfaits  P,,  P2,  ...,  P„  deux  à  deux  dis- 
tincts,  agrégés  à  E.  Soil  E("\  de  mesure  /'"',  l'ensemble  des  points 
agrégés  à  E  el  étrangers  à  P,,  IV P„.  Mors  P,.,,  est  par  défini- 
tion un  ensemble  parfait  agrégé  à  E""  (donc  distinct  des  P,  d'indice 
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inférieur)  et  de  mesure  supérieure  à  (i  —  0)/(/!).  Cette  règle  étant 
appliquée  successivement  aux  valeurs  entières  de  n,  nous  trouvons 
que  l{"  est  inférieur  à  0"/.  Deux  cas  peuvent  se  présenter.  Ou 
bien,  pour  une  valeur  finie  de  n,  /'"'  sera  nul  et  alors  E  est  la  réunion 
d'un  nombre  fini  d'ensembles  parfaits,  donc  au  total  un  ensemble  de 
ce  même  type,  augmenté  d'un  ensemble  de  mesure  nulle.  Ou  bien,  si 
l'"]  n'est  jamais  nul,  tout  point  de  E  est  soit  clans  l'un  des  P„,  soit 
dans  E"'  pour  toute  valeur  de  n,  donc  dans  l'ensemble  H  commun 
aux  E'"  (chacun  d'eux  étant  inclus  dansle  précédent).  l"]  tendant  vers 
zéro,  H  est  forcément  de  mesure  nulle.  En  résumé  : 

Un  ensemble  mesurable  est  la  somme  a" une  infinité  dénombrablc 
d'ensembles  parfaits  et  d'un  ensemble  de  mesure  nulle  (  '  ). 

Ce  résultat  ramène  la  notion  de  la  mesure  à  deux  éléments,  l'un  à 
la  vérité  parfaitement  clair  et  naturel,  concernant  les  ensembles 
parfaits  (la  longueur  d'un  tel  ensemble  est  l'excès  de  la  longueur 
du  segment  support  de  l'ensemble  sur  la  somme  des  intervalles  con- 
tigus,  leurs  longueurs  étant,  comme  il  est  possible,  ordonnées  en  une 
série)  ;  l'autre  plus  difficile  à  saisir,  rassemblant  en  lui  ce  qu'il  y  a  de 
plus  ingénieux  et  de  plus  profond  dans  la  définition  de  MM.  lîorel 
et  Lebesgue,  et  intéressant  spécialement  les  ensembles  de  mesure 
nulle,  lesquels  sont  descriptivement  en  général  infiniment  plus  com- 
pliqués que  les  ensembles  décomposables  en  une  infinité  d'ensembles 
parfaits.  Observons,  en  effet,  que  l'ensemble  ramassant  en  lui  toute 
la  longueur  de  E  est  gerbe,  si  le  complémentaire  de  E  est  partout 
dense,  et  que  nous  avons  montré  du  même  coup  le  théorème  suivant  : 
Tout  ensemble  mesurable  l  dont  /<■  complémentaire  est  /»/i "tout 
dense)  i-st  la  somme  d'un  ensemble  gerbe  et  d'un  ensemble  de 
mesure  nulle  l  -). 

19.   Une  notion  indispensable  à  l'étude  approfondie  des  fonctions 

(')  S'il  s'agissait  de  mesure  spatiale  à  deux  ou  plusieurs  dimensions,  les 
démonstrations  el  leur  conclusion  s'étendraient  à  des  cas  sans  aucune  difficulté. 

(2)  Si  le  c plémeutaire  I)  de  Ë  n'est  point  partout  dense,  l'en é précédent 

est  encore  vrai.  I' s'en  rendre  compte,  il  suffit,  dans  chaque  Intervalle  u  (en 

Journ.  de  Math,  i       série),  tome  I  Fasc.  il,   rgi  i  17 
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dérivées  est  celle  de  l'épaisseur  d'un  ensemble  mesurable.  Nous  appel- 
lerons épaisseur  d'un  ensemble  E  sur  un  intervalle  ab,  le  quotient 
parla  longueur  ab,  de  la  mesure  de  la  partie  de  E  située  sur  ab.  Ce 
rapport  est  évidemment   compris   entre    o   et   i    inclusivement. 

Nous  appellerons  épaisseur  d'un  ensemble  E  en  un  point  M, 
agrégé  ou  étranger  à  E,  la  limite  unique,  si  elle  existe,  de  l'épaisseur 
de  E  sur  un  intervalle  i  contenant  M  et  dont  la  longueur  tend  indé- 
pendamment vers  zéro.  Si  E  possède  en  M  l'épaisseur  e,  pour  toute 
valeur  de  e,  on  peut  déterminer  h  de  façon  que,  dans  tout  intervalle 
contenant  M  et  de  longueur  inférieure  à  h,  l'épaisseur  de  E  est  com- 
prise entre  e  —  e  et  e  -+-  e. 

La  somme  des  épaisseurs  d'un  ensemble  et  de  son  complémentaire 
sur  un  même  intervalle  est  évidemment  égale  à  i.  Donc,  leurs 
épaisseurs  en  un  même  point  quelconque  sont  simultanément  définies 
ou  non,  et  dans  le  premier  cas,  leur  somme  est  i . 

Si  E  n'a  pas  en  M  d'épaisseur  définie,  nous  appellerons  épaisseur 
maximum  et  épaisseur  minimum  de  E  en  M,  respectivement  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  limites  possibles  de  l'épaisseur  de  E  sur  i, 
quand  /contenant  M  tend  indifféremment  vers  zéro  en  longueur.  Les 
deux  nombresainsi  définis  sont  évidemment  agrégés  au  segment  o  —  i . 

Nous  dirons  qu'un  ensemble  est  épais,  si  sa  mesure  n'est  pas  nulle, 
qu'il  est  épais  en  lui-même,  si  sa  mesure  n'est  nulle  dans  aucun  inter- 
valle contenant  intérieurement  un  de  ses  points.  Les  ensembles  de 
mesure  nulle  seront  aussi  appelés  ensembles  sans  épaisseur  ou  encore 
ensembles  minces.  Nous  dirons  qu'un  ensemble  E  est  épais  en  un 
point  \1,  agrégé  ou  étranger  à  E,  si,  dans  tout  intervalle  contenant  M 
à  son  intérieur,  E  est  épais  (  '  ).  L'ensemble  E,  des  points  au  voisinage 


infinité  dénombrable)  où  I.)  n'a  pas  de  points,  d'ajouter  à  D  tous  les  nombres 
rationnels  de  co.  On  diminue  \i  cl  l'on  accroît  I)  d'un  ensemble  e  dénombrable,  ce 
qui  ne  change  pas  les  mesures  de  E  ni  de  I).  \n  nouvel  ensemble  IL'  substitué 
à  E  appliquons  le  théorème  précédent  .  I.'  est  décomposé  en  une  infinité  dénom- 
brable d'ensembles  parfaits  l'„  nécessairement  discontinus,  augmentée  d'un 
ensemble  minée  e'.  K  est  dune  la  réunion  des  P„,  accrue  de  l'ensemble  e  -t-  e', 
lui  aussi  mince,  puisque  e  est  dénombrable. 

(  '  )  Si  un  ensemble  E  a  l'épaisseur  ////  en  un  point  M,  son  complémentaire  l> 
possède  I  épaisseur  zéro  en  ce  m  ('•nie  point.  Mais  ceci  n'empêche  nullement  que  D 
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desquels  E  est  épais,  est  fermé,  ne  contient  pas  de  points  isolés,  donc 
est  parfait.  Dans  chaque  intervalle  contigu  à  E,,  E  a  une  mesure 
nulle.  Donc,  les  points  de  E  étrangers  à  E,  ont  une  mesure  to- 
tale nulle.  Ainsi,  on  ne  diminue  pas  la  mesure  d'un  ensemble  en  le 
réduisant  à  ceux  de  ses  points  au  voisinage  desquels  il  est  épais.  Dans 
tout  intervalle  contenant  un  point  de  E,,  E  et  par  suite  E,  ont  une 
mesure  positive.  Donc,  E,  est  épais  en  lui-même.  Si  E  est  fermé, 
E,  lui  est  évidemment  agrégé.  11  est  visible  que  le  théorème  du  n°  18 
peut  s'énoncer  ainsi  :  Tout  ensemble  mesurable  épais  est  la  réunion 
d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  parfaits  épais  en  eux- 
mêmes,  deux  à  deux  distincts  et  d'un  ensemble  mince.  Les  ensembles 
parfaits  décrits  dans  cet  énoncé  peuvent  toujours  être  supposés  dis- 
continus, même  si  l'ensemble  à  décomposer  est  ou  contient  un  inter- 
valle (p.  128). 

Nous  dirons  qu'un  ensemble  constitue  une  épaisseur  pleine  (sous- 


soit  épais  en  M,  c'est-à-dire  que,  dans  tout  intervalle  contenant  M,  D  ail  une 
mesure  positive;  pas  plus  que  le  fait  pour  une  fonction  de  posséder  en  un  point 
la  dérivée  zéro  n'entraîne  qu'elle  soit  constante  dans  tout  un  intervalle  contenant 
ce  point  (il  n'y  a  pas  simplement  analogie  des  deux  cas,  l'épaisseur  en  un  point 
est  une  dérivée).  Il  faut  d'autre  part  concevoir  qu'un  ensemble  et  son  complé- 
mentaire peuvent  être  simultanément  épais  en  tout  point  d'un  même  intervalle. 
Supposons,  en  effet,  le  segment  o  —  i  décomposé  en  une  infinité  dénombrable 
d'ensembles  parfaits  P„  deux  à  deux  distincts,  discontinus,  épais  en  eux-mêmes, 
augmentée  d'un  ensemble  mince  ï).  Dans  tout  intervalle  intérieur  au  seg- 
mento  — 1,  une  infinité  d'ensembles  1\,  possèdent  des  points.  D'ailleurs,  la 
réunion  d'un  nombre  quelconque  fini  de  P„  constitue  un  ensemble  parfait  non 
dense.  Soit  £;,  un  nombre  positif  tendant  vers  zéro  quand  /<  croit.  J'attribue  à 
l'ensemble  E,  d'abord  l'ensemble  y),  puis  le-  /<  premiers  ensembles  1',,  P2,  . . .,  1'/,, 
en  nombre  suffisant  pour  que  leur  réunion  ail  ses  contigus  tous  inférieurs  à  £,. 
Ensuite,  j'affecte  à  l>  les  ensembles  suivants  Ph_ ,  P/„  en  quantité  suffi- 
sante pour  que  l'eus blc  parfait  formé  par  eux  ait  tous  ses  contigus  inférieurs 

à  s,.  Et  je  continue  ainsi  la  répartition  des  |'„  entre  E  et  I)  alternativement.  Il 
est  visible  que,  dans  tout  intervalle  inclus  dans  o  —  1,  chacun  de  ces  derniers 
ensembles  existe  el  esl  épais.  Pareillement,  par  un  groupement  des  l'„  effectué 
suivant    une   règle   analogue  à   la   précédente,  on   pourrait  décomposer  le  seg- 

ni  ,,--!  en  une  infinité  dénombrable  d'ensembles  t'„,  deux  a  deux  distincts 

et  chacun  épais  en  tout  point.  Iles  considérations  aident  a  saisir  tout  l'intérêt 

d  11  théorème  du  n"  20. 
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entendu  :  du  continu)  si  son  complémentaire  est  de  mesure  nulle.  La 
locution  «  sur  une  épaisseur  pleine  »  remplacera  pour  nous  l'expres- 
sion fréquemment  employée  «  presque  partout  »  dont  le  défaut  est 
de  présenter  deux  sens  différents  selon  les  points  de  vue,  métrique  ou 
descriptif,  où  l'on  se  place.  Nous  dirons  qu'un  ensemble  E  agrégé  à 
l'ensemble  épais  P  constitue  une  pleine  épaisseur  de  P,  si  le  complé- 
mentaire de  E  relativement  à  P  est  mince  ou  encore  si  E  et  P  ont  même 
mesure.  Nous  allons  démontrer  le  très  important  théorème  suivant  : 

20.  L'épaisseur  d'un  ensemble  mesurable  est  égale  à  un,  en 
chacun  de  ses  points,  sauf  éventuellement  en  ceux  <l  un  ensemble 
mince.  Ou  encore  :  l'épaisseur  de  E  est  égale  à  un,  sur  une  pleine 
épaisseur  de  E. 

Une  preuve  immédiate  de  cette  proposition  est  fournie  par  ce 
théorème  de  M.  Lebesgue  :  Si/"  est  sommable,  l'intégrale  besgienne 
de  f  entre  a  et  a;  a  pour  dérivée  f  sur  une  épaisseur  pleine.  Si  l'on 
se  rappelle  que,  par  définition  de  la  somme  besgienne,  l'intégrale 
d'une  fonction  égale  à  un  sur  un  ensemble  et  à  zéro  sur  son  com- 
plémentaire, est  égale  à  la  mesure  de  l'ensemble  dans  l'intervalle  où 
l'intégration  est  effectuée,  il  est  évident  que  la  mesure  de  E  entre  a 
et  x  admet,  sauf  évenluellement  en  un  ensemble  mince,  pour  dérivée 
l'unité  si  x  est  dans  E,  et  zéro  si  x  est  extérieur  à  E.  Donc,  en  dehors 
de  ces  points  exceptionnels,  x  étant  agrégé  à  1'],  l'épaisseur  de  E 
dans  un  intervalle  ayant  x  pour  extrémité  fixe  tend  vers  i  quand 
l'intervalle  tend  vers  zéro.  Il  en  est  par  suite  de  même  si  l'intervalle 
tend  vers.'' en  le  contenant.  La  proposition  est  établie  par  M.  Lebesgue 
dans  ses  Leçons  sur  V Intégration  (p.  12.3,  124),  à  vrai  dire  sans 
faire  intervenir  explicitement  la  notion  d'épaisseur.  Mais,  tomme  il 
est  au  fond  assez  naturel,  le  théorème  relatif  à  la  dérivée  de  l'intégrale 
besgienne  d'une  fonction  sommable,  loin  de  précéder  l'application 
que  nous  en  avons  faite,  l'utilise  au  cou  Ira  ire  en  réalité  comme  lennne 
préliminairemenl  démontré.  Établissons  donc  directement  celte  pro- 
position sur  l'épaisseur  des  ensembles  en  leurs  propres  points. 

lîeinaïquons  d'abord  qu'il  suffit,  d'après  la  décomposition  effectuée 
des  ensembles  mesurables,  d'établir  {■<■  ihéorème  pour  un  ensemble 
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parfait.  Car,  si  E  est  la  réunion  d'une  infinité  d'ensembles  parfaits 
deux  à  deux  distincts,  E,,  E,,  ...,  E„,  ...,  et  d'un  ensemble  de 
mesure  nulle  R,  il  est  évident  que  sur  un  segment  quelconque  l'épais- 
seur de  E  est  égale  à  la  somme  des  épaisseurs  des  ensembles  E„.  Elle 
est  donc  au  moins  égale  à  l'épaisseur  de  chacun  d'eux,  sur  un  même 
segment  et  par  suite  en  un  même  point.  Si  donc  l'épaisseur  de  E„ 
est  i  sur  E„,  sauf  aux  points  d'un  ensemble  mince  E'„,  aux  points  de  E 
étrangers  à  E'(,  E',,  . . .,  E'B,  . ..,  R,  l'épaisseur  de  E  sera  i.  Ces  points 
exclus  forment  un  ensemble  mince.  Le  théorème  sera  donc  établi  si 
nous  le  démontrons  pour  un  ensemble  parfait. 

21.  Soient  P  un  tel  ensemble,  l  sa  mesure  non  nulle,  a  et  b  ses 
points  extrêmes,  «,,  u.2,  ...,  u,n  ...  ses  intervalles  conligus  sur  le 
segment  ab  que  nous  prenons  pour  unité  de  longueur.  Soient  A  et  £ 
deux  nombres  fixes,  choisis  le  premier  très  grand,  le  second  très 
petit.  Nous  pouvons  trouver  un  entier  IN  tel  que  RN  =  us+1-h  «N+2-l-. . . 
soit  inférieur  à  —r-  Les  intervalles  «,,  u.2,  ..  .,  nN  entièrement  inté- 

2  A. 

rieurs  à  ab  et  deux  à  deux  sans  points  communs,  sont  séparés  sur  ah 
par  N  -f-  i  segments  que  je  désigne  dans  l'ordre  où  ils  sont  rencontrés 
quand  on  parcourt  ab  de  gauche  à  droite,  par  p,,  p2,  ...,  pN+1.  Ces 
N  -+-  i  segments,  extrémités  comprises,  renferment  la  totalité  de  P, 
leur  partie  complémentaire  étant  constituée  par  les  divers  inter- 
valles ««d'indices  supérieurs  à  N.  La  somme  des  longueurs  des  p,„ 
est  donc  supérieure  à  /  et  exactement  égale  à  /+RX.  Considérons 
les  intervalles  /  ou  plus  précisément  y  (N,  A)  sans  points  extérieurs 
aux  pm(m<N  -h  i)  et  sur  lesquels  l'épaisseur  totale   des   u„  est  au 

moins  égale  à  -r-  Voici   ce    qu'il    faut   entendre   par  cette  dernière 

expression. 

P  étant  discontinu,  /  contient  des  points  étrangers  à  P,  donc 
agrégés  à  certains  //„.  Parmi  ces  u,n  les  uns  sont  entièrement  situés 
dans  y",  les  autres  ont  seulement  une  partie  commune  avec/.  Dans 
tous  les  cas,  les  points  communs  à  y  et  à  certains  //„,  ou  encore  les 
points  appartenant  à  y  el  étrangers  à  I'  forment  un  ensemble  dont  la 
mesure  est  la  somme  des  u„  ou  portions  de  //,,  situées  sur  /.  Notre 

hypothèse    esl    que    cette    mesure    surpasse    j,   pour    tout    inter- 
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valley'(N,  A).  Observons  d'ailleurs  que  les  u„  pénétrant  dans  un  tel 
intervalle  y  ont  un  indice  n  surpassant  forcement  N,  puisque  tout 
intervalle  y  est  entièrement  situé  sur  un  segment  p„,  et  par  suite  n'a 
de  points  communs  avec  aucun  des  u„  d'indice  inférieur  à  N  -+-  i. 

Considérons  les  points  intérieurs  à  au  moins  un  intervalle  y.  Ces 
points  forment  des  champs  linéaires.  Soit  i  l'un  de  ceux-ci.  Je  dis 
que  i  peut  être  couvert  avec  une  collection  d'intervalles  /(N,  A)  de 
manière  que  tout  point  de  i  soit  intérieur  à  l'un  de  ces  y  (N,  A)  et  à 
deuxauplus.  Observons  en  effet  que  si  une  suite  d'intervalles  y(N,  A), 
soit  j\,j2,  ...,jn,  ...,  tend  vers  un  intervalle  limite  J,  je  veux  dire  si 
les  extrémités  de  J„  tendent  respectivement  vers  celles  de  J  :  d'une 
part,  les  y'„  sont  tous  à  partir  d'un  certain  rang  intérieurs  au  même  seg- 
ment p,„,  d'autre  part  sur  J  l'épaisseur  totale  des  un  est  au  moins  — 

Donc  J  est  un  intervalle  y(N,  A).  Nous  exprimons  cette  propriété 
en  disant  que  les  y'(N,  A)  forment  un  ensemble  ferme  d'intervalles. 
De  ceci  résulte  (voir  Note  1)  le  point  à  établir.  Développons-en 
une  démonstration. 

Prenons  dans  i  d'extrémités  a  et  [i  un  point  intérieur  quelconque  y. 
Parmi  tous  lesy(N,  A)  admettant  y  à  son  intérieur  ou  l'ayant  pour 
extrémité  gauche,  il  y  en  a  un,  d'après  l'hermétisme  des  y,  dont  une 
extrémité  est  la  plus  à  droite.  Si  ces  conditions  sont  remplies  par 
plusieurs  y,  nous  choisissons  parmi  ceux-ci  le  plus  grand  qui  existe 
certainement,  pour  la  raison  énoncée  à  l'instant.  Soient  j0  cet  inter- 
valle, y,  son  extrémité  droite  et  y0  son  extrémité  gauche,  y  est  en  y0 
ou  entre  y„  et  y,.  De  même  y,  sera  l'intervalle  /(N,  A)  :  i°  conte- 
nant y,  à  son  intérieur  ou  l'ayant  pour  extrémité  gauche,  i°  dont 
l'extrémité  droite  y2  est  la  plus  éloignée  à  droite  et  le  plus  grand  de 
ceux  qui  satisfont  à  ces  conditions,  s'il  y  en  a  plus  d'un.  Nous  défi- 
ni-sons successivement  y'a,  /',, Deux  cas  se  présentent.  Ou  bien  un 

point  yft4_,,  extrémité  d'un  /'„,  est  en  fi.  L'opération  est  arrêtée.  Ou 
bien,  il  y  a  une  infinité  de  points  y„.  à  indices  entiers  positifs.  Dans 
tous  les  cas,  yp  est  l'extrémité  droite  de  jp-t]  y/>Peut  être  intérieur 
à  /'.  ou  être  son  extrémité  gauche,  cl  j/n  parmi  les  j  ainsi  particula- 
risés, est  le  plus  long  de  ceux  dont  l'extrémité  droite  y/H_,  est  la  plus 
éloignée  possible  de  yp.  fp  est  toujours  en  deçà  de  l'extrémité  gauche  de 
Jrhiji  ]>  i>)i  si nony^ serait  mal  choisi  et  devrait  être  remplacé  pary^,^. 
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Yp  est  évidemment  au  delà  de  l'extrémité  droite  y^-A+i  de  Jp-hi  les  Y« 
progressant  vers  la  droite  quand  leur  indice  croît.  yp  n'est  donc  intérieur 
à  aucun /p  d'indice  différent  de  /j.  Si  jp  n'est  pas  intérieur  à  jp,  lequel 
coïncide  alors  avec  yp  jp+, ,  désignons  pary'p  un  intervalle  y  quelconque 
contenant  fp.  j'p  laisse  à  son  extérieur  y^,  et  y/)+1,  sinon  jp_{  ou  y'p 
auraient  été  choisis  par  erreur.  Dans  la  suite  j„,  intercalons  j'p  entre 
JP-,  etjp.  Si  alors  f  empiète  sur  jp+l,  ou  sur  j'p+t  quand  ce  dernier 
existe,  jp  et  jp+l  (oufp+1)  recouvrent  y,-/,,^,  coïncidant  avec  y,,,  que 
nous  supprimons.  Dans  la  suite  restante,  un  point  compris  entre  y0 
et  b  est  évidemment  couvert  par  au  moins  un  intervalle  de  la 
suite  (jp,  y"  ).  Je  dis  qu'il  l'est  par  deux  au  plus.  Si  x  en  effet  est  en 
un  point  y,„  il  appartient  en  propre  à  jp,  si  y/?  le  possède  à  son  inté- 
rieur, sinon  f  existe  et  est  seul  à  contenir  y/(.  Si  x  est  distinct  des  y„, 
il  est  entre  deux  points  tels  que  y,  et  y/>M.  Seuls  peuvent  pénétrer 
dans  cet  intervalle  f  ,  jp,  f  oujp+{.  Est-il  possible  que  x  soit  inté- 
rieur à  trois  d'entre  eux  simultanément?  Non,  car  fp+1  et  jp+l  n'y 
pénètrent  pas  simultanément,  puisque,  si  j'p+l  existe,  jp+i  coïncide 
avec  Yp+I  yp+i.  Les  trois  intervalles  contenant  x  seraient  donc  ou 
bicn  /,.  .//m  fP+1  ou  bien  fp,  jp,  jp+{.  Mais,  si  j'p  etfp+l  ou  si  fp  ety^, 
ont  en  commun  des  points  intérieurs,  jp  ne  figure  pas  dans  la  suite. 
Nous  aboutissons  à  une  contradiction.  En  opérant  entre  y„  et  a 
comme  entre  y„  et  [i  en  échangeant  le  rôle  des  extrémités  droite  et 
gauche  des  intervalles,  on  recouvre  i  ou  k(3  avec  une  famille  ]\ï) 
d'intervalles  j  de  telle  manière  que  chaque  point  de  a(3  soit  u//,:- 
rieur  à  au  moins  un  et  au  plus  deux  d'entre  eux  (  '). 

La  somme  des  longueurs  des  j(  i  )  est  au  plus  égale  à  21  et  d'ailleurs 
au  moins  (''gale  à  i.   Mais  chaque  intervalle  y  (i)  contient  des  //„  en 

longueur  totale  au  moins  égale  à7—  En  additionnant   les  longueurs 

des  j(i)  d'une  partel  celles  des  un  intérieurs  à  chacun  d'eux  d'au  lie  part, 
on  trouve  deux  nombres  dont  le  premier  esi  au  plus  \  fois  le  second. 
Mais  le  premier  esl  au  moins  i.  Le  second  esl  au  plus  le  double  de 
la  somme  t(  i  )  des  //,  intérieurs  à  i,  puisque  chaque  un  ou  portion 
de   n„  appartient  simultanémenl   à  deux   intervalles  j(i)  au   plus. 

(')  Cette  partie  de  la  démonstration    pourrai)    être  supprimée  si   l'on   s.up 
posait  connus  les  résultats  exposés  dans  la  Note  I , 
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Donc,  /<  2Ac(().  Et  en  ajoutant  les  longueurs  de  tous  les  champs  i 
en  nombre  fini  ou  infini  recouverts  par  les  y(N,  A),  on  trouve  un 


nom 


bre  \  inférieur  à  2A  V  «„=2ARV<£-  Donc,  £  étant  supposé 


inférieur  à  /,  en  retranchant  des  p,„  tous  les  champs  /,  il  reste  néces- 
sairement un  ensemble  de  mesure  supérieure  à  /  —  e.  Soit  E(N,  A) 
cet  ensemble  évidemment  fermé.  De  quelles  propriétés  jouit  un 
point  x(N,  A)  de  cet  ensemble,  ce  point  étant  supposé  distinct  des 
extrémités  des  segments  pm1  Un  tel  point  n'étant  intérieur  à  aucun 
desy(N,  A),  dans  tout  intervalle  w  contenant  x(N,  A)  ou  plus  sim- 
plement x,  et  n'atteignant  pas  l'un  des  u„  d'indice  inférieur  à  N  -+-  1, 
donc  a)  étant  intérieur  à   l'un  des  pm,  l'ensemble   des   ux+1,  ...,   a 

sur  co  une  épaisseur  inférieure  à  y-  Donc,  l'épaisseur  de  P  sur  w  est  au 

moins  1  —  — •  Or  les  limites  d'indétermination  de  l'épaisseur  en  .r, 

s'entendent  comme  étant  celles  de  l'épaisseur  de  P  sur  un  intervalle 
contenant  x  et  tendant  vers  lui.  On  ne  change  donc  pas  ces  limites  en 
bornant  cet  intervalle  à  ne  varier  comme  co  que  sur  p,„,  auquel  x 
est  supposé  intérieur.  Donc,  la  plus  petite  de  ces  limites  est  certai- 
nement au  moins  égale  à  1  —  -r--  Remarquons    que   E(N,    A)    est 

agrégé  à  P  et  même  non  dense  sur  P.  Car,  A  surpassant  t,  tout  point 
soit  intérieur  à  us+p,  soit  distant  de  «N+  de  moins  de  (A  —  i)«K+  et 
agrégé  à  l'un  des  p,„,  est  intérieur  à  un  intervalle  /(N,  A),  donc 
est  étranger  à  E(N,  A).  Aucun  point,  extérieur  à  P,  ni  même 
(sauf  les  extrémités  de  a,,  u.,,  ...,  as)  aucun  point  de  première 
espèce  de  P  ne  faisant  partie  de  E(N,  A),  ce  dernier  est 
agrégé  à  I'  et  ne  peut  contenir  aucune  portion  de  P.  Gomme 
il  est  fermé,  il  est  non  dense  sur  P.  Retranchons  de  E(N,  A  ) 
les  extrémités  de  «,,  u3,  .  ..,  1/^,  ce  qui  nous  laisse  un  en- 
semble E,(N,  A)  ne  contenant  aucun  point  de  première  espèce 
de  IV  E,(N,  A)  s'obtient  donc  en  retranchant  de  ab  tous  les  seg- 
ments //„.  ainsi  que  les  points  t\c^,  j(  \,  A  )  agrégés  à  I*.  Tout  inter- 
valle j\  \  :  /•.  \  1  est  un  intervalle  /(  V  A  )  sans  que  d'ailleurs  la 
réciproque  soil  vraie  en  général.  Donc,  l'ensemble  E,  (N,  A)  est 
compris  dans  tous  les  ensembles  E,(1N    1   A,  A).    Faisons  croître  N 
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indéfiniment.  Le  produit  aARN  tend  vers  zéro  et  par  suite  la  mesure 
de  E,(N,  A),  supérieure  kl—  2ARN  et  inférieure  évidemment  à  /, 
tend  vers  ce  dernier  nombre.  L'ensemble  E(A)  des  points  appar- 
tenant à  l'un,  au  moins  des  E,(N,  A)  a  donc  même  mesure  que  P. 
En  tout  point  de  E(A),  ce  point  étant  nécessairement  agrégé  à  l'un 

des  E,(N,  A),  la  plus  petite  épaisseur  de  P  est  au  moins  i  —  -^-  Le 

complémentaire  G(A)  de  E(A)  relativement  à  P  est  de  mesure  nulle. 
Remarquons  qu'en  tout  point  de  ce  dernier  ensemble  la  plus  petite 

épaisseur  de  P  est  au  plus  i  --  j--  En  effet,  soit  x'  un  point  de  G(A) 

et  de  seconde  espèce  sur  P,  l'épaisseur  minimum  aux  points  de  pre- 
mière espèce  étant  zéro.  Quel  que  soit  N,  x'  appartient  à  G(N,  A), 
donc  est  intérieur  à  un  intervalle  /(N,  A)  situé  dans  un  segment  p,„ 
compris  entre  deux  des  «,,  u2,  ...,  «N  géométriquement  consécutifs. 

Sury(N,  A)  l'épaisseur  des  un  est  au  moins  -r-  Donc,  celle  de  P  est 
au  plus  i—  -r-  Or,  cet  intervalle  y,  dépendant  de  N,  a  une  longueur 
infiniment  petite  avec  «>  de  même  que  p„„  si  les  intervalles  contigus 
à  P,  supposés  partout  denses,  sont  tous  dans  la  suite  a„.  L'épaisseur  de  P 
en  x'  a  donc  sa  plus  petite  limite  au  plus  égale  à  i  —  ^-  En  donnant 

à  A  une  suite  de  valeurs  indéfiniment  croissantes,  on  obtient  des 
ensembles  E(A)  chacun  inclus  dans  le  précédent  et  ayant  tous  pour 
mesure  /;  ou  des  ensembles  G(A)  contenant  chacun  le  précédent  et 
tous  minces.  L'ensemble  E  commun  aux  E(A)  a  pour  mesure  l.  En 

tout  point  de  E,  l'épaisseur  de  1'  surpasse  i  —  v>  quel  que  soit  A. 

Elle  est  donc  égale  à  i .  La  un-sure  de  (î,  complémentaire  de  E  sur  P, 
est  nulle.  G  est  constitué  par  la  réunion  des  points  de  P  où  l'épais- 
seur n'existe  pas  ou  diffère  de  î.  L'ensemble  E  (A)  est  gerbe  sur  P. 
L'ensemble  Gl  \)  malgré  sa  mesure  nulle  est  un  résiduel  de  P.  Les 
ensembles  E,  partie  commune  aux  E(  A  >,  et  G,  réunissant  lesG<  \  ), 
appartiennent  aux  mêmes  catégories  respectives. 

22.   Remarquons  encore  que,  si  /( x)  est  la  mesure  de  l'ensemble  E 
entre  un  point  fixe  a  (à  gauche  duquel  la  mesure  de  E  sê*a  comptée 

jauni,  de  Math.  (•;'  --une),  tome  I.  —  Kasc.  Il,  191  i.  '' 
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négativement)  et  un  point  variable  x,  l'épaisseur  de  E  et  la  dérivée 
de  l(x)  existent  ou  n'existent  pas  simultanément  et  dans  le  premier 
cas  elles  ont  la  même  valeur.  Soient  H  le  complémentaire  de  E  et  \{x) 
sa  longueur  entre  a  et  x.  On  a  l(x)  +  'k(x)  =  x  —  a.  La  dérivée 
de  l+A  existant  toujours  et  étant  l'unité,  E  et  H  ont  donc  une 
épaisseur  définie  aux  mêmes  points  et  leurs  deux  épaisseurs  quand 
elles  existent  ont  pour  somme  1 .  Or,  les  ensembles  e  de  E  et  Y]  de  H, 
où  respectivement  l'épaisseur  de  E  et  celle  de  H  ne  sont  pas  définies 
ou  diffèrent  de  i,  ont  l'un  et  l'autre  une  mesure  nulle.  Donc,  en 
dehors  de  l'ensemble  mince  e  -f-  r\,  l'épaisseur  de  E  est  soit  zéro, 
soit  i.  Nous  conclurons  de  là  qu'il  est  impossible  de  construire  un 
ensemble  E  dont  l'épaisseur  soit  partout  définie,  si  ni  E  m  son 
complémentaire  ne  sont  de  mesure  nulle.  Car,  dans  l'hypothèse 
opposée  à  celle-ci,  la  dérivée  l(x)  existerait  en  tout  point,  prendrait 
effectivement  les  valeurs  o  et  i,  mais  ne  recevrait  les  valeurs  intermé- 
diaires à  o  et  i  qu'en  un  ensemble  de  mesure  nulle.  Or,  ceci  est  en 
opposition  avec  une  propriété  essentielle  des  fonctions  dérivées.  Mais 
il  est  toujours  possible  de  réduire  un  ensemble  E  à  ne  posséder  que 
des  points  où  son  épaisseur  est  définie,  puisqu'en  retranchant  de  E 
les  points  où  il  n'en  serait  pas  ainsi,  on  ne  modifie  la  mesure  de  E 
dans  aucun  intervalle,  donc  on  lui  laisse  la  même  épaisseur,  définie 
ou  indéterminée  en  tout  point. 

2."».  P  étant  toujours  un  ensemble  parfait  épais  en  lui-même,  sup- 
posons  définie  sur  chaque  segment  contigu  u„  à  P  une  fonction yn(z') 
prenant  en  a„  la  valeur  zéro,  en  b„  la  valeur  V„,  non  nécessairement 
continue  sur  u,n  niais  telle  que  le  maximum  de  \y„(x)\  soit  le 
ternie  général  wn  d'une  série  convergente.  La  série  V„  est  a  fortiori 
absolument  convergente,  a  et  &  étant  les  extrémités  de  P,  définissons 
sur  le  segmenta/?  une  fonction  y  par  la  relation 

y=  {alx)  \'„+  r.)Vm(.r). 

<•>  étant  nul  m  /  est  sur  P,  égal  à  i  si  x  est  intérieur  à  //„,.  Je  dis  quey 
est  continu  m  tout  point  de  seconde  espèce  de  V  <■(  a.,  relativement 
à  .r,  ////'■  dérivée  nulle  sur  une  pleine  épaisseur  de  P. 

Le  théorème  se  réduit  à  celui  <pii  concerne  l'égalité  à  i  de  l'épais- 
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seur  de  P,  si  l'on  fait  yn(x)  =  x  —  an,  Vn—un.  Alors  y  est  la 
mesure  entre  a  et  x  de  l'ensemble  complémentaire  de  P.  La  dérivée 
dey  est  l'épaisseur  de  ce  dernier.  Elle  est  bien  nulle  sur  une  pleine 
épaisseur  de  P. 

Nous  allons  d'abord  montrer  la  continuité  de  y  en  tout  point  \ 
de  P  au  moins  pour  le  côté  où  \  est  limite  de  points  de  P.  En  effet, 
soit  Yn(x)  une  fonction  définie  sur  un  seulement,  continue,  unioscil- 
lante,  nulle  pour  x  =  an,  valant  V„  pour  x  =  bn.  Posons,  w  ayant  le 
sens  déjà  dit,  Y  (x)  =  (aSa;)V„+wYm(4  Y(x)  est  continu  partout, 
comme  nous  l'avons  vu  (11)-  Soit  0(x)  =  Y  (x)  —  y(x).  y  sera 
continu  aux  mêmes  points  que  0  et  pour  les  mêmes  côtés.  Or 

|Y.(*)  —  yn{x)\<iwn. 


Donc,  |0(.r)|  :  2<ûwm.  Je  dis  que,  en  tout  point  \  de  P,  0  est  continu 
pour  tout  côté  où  il  est  limite  de  P.  Car  ô(lj)  est  nul,  et  si  x  tend 
vers  \  d'un  côté  où  \  est  limite  de  points  de  P,  le  rang  minimum 
des  un  ayant  au  moins  un  point  commun  avec  l'intervalle  x\  croit 
indéfiniment  quand  \x  —  \\  tend  vers  zéro.  Sinon,  du  côté  considéré, 
un  des  //„  serait  à  une  distance  nulle  de  £,  ce  qui  est  absurde  si  ç  est 
limite  de  I'  de  ce  même  côté.  Donc,  si  wn  tend  vers  zéro  pour  n  infini 
et  en  particulier  si  la  série  w„  est  convergente,  0  et  par  suite  y(x) 
sont  continues  en  tout  point  de  seconde  espèce  de  P  des  deux  côtés, 
et  du  côté  de  P  en  tout  point  de  première  espèce. 

Nous  établirons  l'égalité  y'  (x)  =  o  sur  une  pleine  épaisseur  de  P, 
grâce  à  un  mode  de  raisonnement  très  analogue  à  celui  qui  nous  a 
servi  dans  le  théorème  sur  l'épaisseur  des  ensembles. 

P  étant  un  segment  dont  les  extrémités  sont  situées  sur  P,  dési- 
gnons par  <t(P)  la  somme  des  Vj  relatifs  aux  intervalles  u„  ayant  au 
moins  un  point  commun  avec  p  et  par  suite  intérieurs  à  lui  (les  extré- 
mités de  p  étant  sur  P).  Si  les  segments  (3,,  (3,,  ...,  p,-  satisfaisant 
à  cette  dernière  condition  sont  adjacents  et  consécutifs,  si  (3  est  le 
segment  réunissant  les  précédents,  t({3)  est  évidemment  la  somme 

des  a (^). 

Gela  posé,  A  étant  un  nombre  positif  quelconque  et  fixe,  consi- 
dérons, pour  une  valeur  entière  et  déterminée  de  N,  l'ensemble  îles 
intervalles  y'(  N,   A)  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  :    i"  leurs 
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extrémités  sont  sur  P;  i°  ils  sont  sans  points  communs  avec  les  inter- 
valles u,,  «„,  ...,  uy,  donc  agrégés  à  l'un  quelconque  des  seg- 
ments p,,  p2,  ...,  pN+1  séparés  sur  ab  par  ces  derniers  intervalles; 

3°  cr[y'(N,  A)]  vaut  au  moins  -r-y'(N,  A).  Je  dis  que  les  inter- 
valles y (N,  A)  forment  un  système  fermé.  En  effet,  soit  q.p$p  un 
intervalle  y (N,  A)  tendant,  pour  p  infini,  vers  un  intervalle  a{3.  Il 
nous  faut  montrer  que  ajï  satisfait  aux  trois  conditions  des  inter- 
valles / (N,  A).  D'abord  a.p  et  $p  étant  sur  P,  il  en  est  de  même  de  a  et 
de  [i  (première  condition).  at-p$,,  tendant  vers  un  intervalle  limite 
et  étant  toujours  agrégé  à  l'un  des  segments  p,„,  est  à  partir  d'une 
certaine  valeur  de  p  situé  toujours  sur  un  même  p,„.  Donc  a(iS  est  sur 
ce  dernier  et  par  suite  sans  points  communs  avec  un  pour  /<5N 
(deuxième  condition).  Enfin,  nous  avons  vu,  en  établissant  la  conti- 
nuité de  /',  que,  ap  tendant  vers  a  sans  quitter  P  et  $p  tendant  de  la 
même  façon  vers  p,  les  plus  petits  indices  des  un  intérieurs  soit 
à  sa;,  (ou  a^a),  soit  à  p^,  (ou  3»(i),  croissent  indéfiniment  avec  p. 
Donc  a(a/)a)  [ou  <j(aa/()  selon  que  a  est  supérieur  ou  inférieur  à  %p \ 
et  ff((L,P)  ou  g($$p)  tendent  vers  zéro.  a(a.p^p)  ne  différant  de  <i(a(3) 
que  par  la  somme  des  deux  nombres  précédents  affectés  d'un  signe 
convenable,  on  a  bien  lim.  <x ( a^ ^ )  =  <r(a[3)  et 

FJ_ff(«g)  =  lim^_(T(ap(3/;)>;i 

(troisième  condition). 

Le  systèmey  (N,  A)  étant  fermé  est  équivalent  à  un  système  strict 
cboisi  en  lui-même,  soit  (y).  Les  points-  intérieurs  à  au  moins 
un  y  (N,  A)  ou,  ce  qui  est  équivalent,  à  au  moins  un  (y),  forment  des 
intervalles  l 'deux  à  deux  distincts.  Nulle  extrémité  de  l'un  des  i  n'est 
intérieure  à  l'un  desy'(N,  A).  Tout  point  de  i  étant  intérieur  à  au 
moins  un  (y)  et  à  deux  au  plus,  les  extrémités  des  (y)  intérieures  à  i  le 
décomposent  en  segments  alternativement  agrégés  à  un  seul  (y)  ou 
à  deux  (y).  Soienty,  les  premiers  ety'2  les  seconds.  On  a  i  —  Sy\  +  Sy'2 
et  la  longueur  totale  des  (y)  intérieurs  à  i  est  évidemment  supérieure 
à  /  et  exactement  égale  à  Ey,  -+-  2Ey'2  =  i  +  Sy'2.  On  a  de  même 
<j(i)  =  2ff(  /',  )  -+-Z<j(j2).   D'ailleurs,   tout  intervalle  (y)  ayant  des 
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points  communs  avec  i  et  par  suite  intérieur  à  i,  est  décomposé  en 
un  y,  et  deux  y2,  et  s  (y)  vaut  la  somme  des  nombres  a{j,)  et  g  (/2) 
relatifs  aux  éléments  y,  et  y2  de  (y).  Donc,  pour  chaque  intervalle  i, 
chaque  y';,  appartenant  à  deux  (y)  et  chaque  y,  à  un  seul, 

2<x(/)  =  2ff(/,)  +  22a(/,), 

la  sommation  étant  dans  les  deux  membres  étendue  à  tous  les  y',yny2 
intérieurs  à  i.  Mais  le  premier  membre  est  au  moins  -j-£(y),  donc  au 

moins  —  /.  Le  second  membre  est  inférieur  à  ia(i).  Donc 

i  <  îA(7((). 

Telle  est  l'inégalité  vérifiée  par  chaque  champ  recouvert  par  les 
y'(N,  A).  Ces  champs  sont  deux  à  deux  distincts  par  définition  et 
intérieurs  aux  N  -+-  i  segments  p,„.  Les  un  intérieurs  à  l'un  des  «ont 

donc  un  indice  n  supérieur  à  N.  Donc,  si  ls  désigne  la  somme  Z  |V„|, 

N  +  l 

la  somme  des  i,  longueur  totale  du  champ  recouvert  par  lesy  (N,  A), 
est  au  plus  aA/v  Cette  longueur  tend  vers  zéro  quand  N  croît  indéfi- 
niment. 

Considérons  maintenant  l'intervalle  u'n(^-)  ^e  mème  milieu  que  u„ 
et  obtenu  en  rallongeant  u„  de  chaque  côté  de  Awn.  La  longueur 
de  u'n  vaut  donc  un-\-  'iA.wn. 

Excluons  de  ab  :  i°  les  segments  «,,  u.2,  .  .  .,  mn;  20  les  seg- 
ments j  (N,  A);  3°  les  segments  «'N+/,(A),  p  étant  un  entier  positif 
quelconque.  La  totalité  des  points  exclus  forme  un  ensemble  dont  la 
mesure  est  inférieure  à 

N  »  00 

lll„     ;-/!.\/N-(-    i    u'„(A)=l(/n-h  2\(tS-hSs). 

1  N+1  I 

oc 

en  posant  $N  =  S  wn  (ss  vaut  au  moins  /N).  /  désignant  la  longueur 
\  1 1 

de  P,  soit  b  —  a  —  £«„,  les  points  exclus  ont  une   mesure  au  plus 

égale  à  b  —  a  —  /  -+-  2  A  (/N-f-  sN).  Si  donc  N  est  choisi  assez  grand 
pour  que  '1  As\  soit  inférieur  à  /,  le  segment  ab  comprend  des  points 
non  exclus.  Ces  points  forment  un  ensemble  E(N,  A)  dont  la  mesure 
vaut  au  moins  /  —  \  A  s\. 
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Je  dis  d'abord  que  E(N,  A)  est  agrégé  à  P  et  même  ne  comprend 
que  des  points  de  seconde  espèce  de  P.  En  effet,  le  segment  un  étant 
agrégé  au  segment  u'n  (et  intérieur  à  lui,  si  pp„=£o),  tous  les  seg- 
ments «„,  que  leur  indice  soit  inférieur  à  N  +-  i  ou  supérieur  à  N, 
sont  compris  dans  les  éléments  constituant  le  complémentaire  de 
E(N,  A)  sur  ab. 

E(N,  A)  est  donc  agrégé  à  P.  Sa  mesure  surpasse  /  —  4  As,,.  Donc, 
son  complémentaire  relatif  à  P  a  une  mesure  inférieure  à  4AsN. 
D'ailleurs  E(N,  A)  est  inclus  dans  E(N  +  i,  A).  Car,  tous  les  élé- 
ments exclus  de  ab  pour  obtenir  E(N  +  i,  A)  figurent  parmi  ceux 
qui  concernaient  E(N,  A).  En  effet  :  i°  le  complémentaire  de  E(N) 
est  formé  pour  une  part  des  segments  «,,  u2,  .  . .,  «N,  uK+,,  «'N+2,  .  .  ., 
ensemble  contenant  celui  des  segments  ut,  w„,  . .  .,  «N,  wN+1,  u's+,,  .  . ., 
relatifs  à  E(N,  A),  puisque  «VM  contient  uK+l  ;  2°  le  reste  du  complé- 
mentaire de  E(N,  A)  est  constitué  par  les  éléments  en  excès  dans  les 
segments  j  (N,  A).  Or,  tout  segment  /  (N  -t-  i,  A)  est  un  segment 

y  (N,  A).  Car,  d'abord  j  (N  -+-  i)  vérifie  la  condition  o"(/)=  -jrj,  et 
possède  ses  deux  extrémités  sur  P;  de  plus,  _/' (N  -+-  i)  entièrement 
étranger  à  cbacun  des  intervalles  un  . . .,  us+t  l'est  en  particulier  aux  N 
premiers  de  ces  intervalles.  C'est  donc  bien  un  intervalle^  (N,  A). 

Donc,  l'ensemble  E (A)  réunissant  tous  les  E(N,  A)  et  agrégé  à  P 
comme  chacun  d'eux,  a  pour  mesure  la  limite  de  leurs  mesures,  soit  l. 
E(A)  est  une  pleine  épaisseur  de  P.  Je  dis  que,  \  étant  un  point 

quelconque  de  E  (A),  donc  un  point  agrégé  à  un  certain  E  (N,  A)  (et 

f[x\ '  f  (£) 

à  tous  les  suivants),  le  quotient' — ^A^  ne  peut  avoir  de  limites 

3 
excédant  -^  en  valeur  absolue,  quand  x  tend  vers  \  par  valeurs  infé- 
rieures ou  supérieures. 

lui  effet,  \  agrégé  à  E(N,  A)  est  un  point  de  seconde  espèce  de  P, 
nécessairement  intérieur  à  l'un  des  segments  p,,  p2,  ...,  pN+I,  soit 
à  p,.  x  tendant  vers  \  finit  par  devenir  et  rester  intérieur  à  p,-.  x  étant 
agrégé  à  p,,  supposons-le  d'abord  situé  sur  P.  On  a  évidemment  et  en 
supposant  par  exemple  \<^x, 

|/(*)-/(5)|:  (■ï.r)\V„\  =  a(U) 
et  pour  x<C  £, 

|/(*)-/(É)|    »(*«)■ 
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Or,  nous  avons  a(£x)  ou  a(x%)  <^-t-\x  —  z\,  sinon  H.r  serait  un 
segmenty(N,  A)  et  \  serait  étranger  à  E(N,  A).  Donc 


< 


quel  que  soit  a;  dans  p,  sur  P. 

Soit  maintenant  x  intérieur  à  p,  et  en  même  temps  étranger  à  P, 
donc  intérieur  à  un  intervalle  u,„  dont  l'indice  excède  nécessairement  N. 
On  a,  \  n'étant  ni  intérieur  ni  extrême  à  u'm,  \x  —  E]  >  A  w,„.  Or,  a,„ 
et  bm  étant  les  extrémités  de  um,  supposons  d'abord  x  >  H.  Alors 

Donc,  \/(x)  —  f(i)\  est  inférieur  à 


' +  A  (  "" 


«<X(- 


Si  .r  est  inférieur  à  5,  /(£)-/(*)=/(?)- /(/,m)  +  V,„ -7m(.r). 
Alors  |/(a?)  -/(^K^:  -  b„,)+  2<vm<  J(£  — x).  Donc,  quelque 

soit  a;  sur  p,,  agrégé  ou  étranger  à  P, 


/(*) -/(g) 


est  inférieur  à  i-- 
A 


Aucune  des  valeurs  limites  de  ce  quotient  ne  peut  donc  excéder -y- 

Donnons  à  A  une  suite  discrète  de  valeurs  croissantes  et  tendant 
vers  4-  ».  Les  ensembles  E(A)  correspondants  sont  chacun  contenus 
dans  le  précédent.  Car,  si  A  <  A',  E(  \ ,  A)  est  inclus  dans  E  (N,  V). 
La  mesure  de  chacun  des  E(A)  étant  /,  ils  ont  en  commun  un 
ensemble  ayant  celle  même  mesure  et,  comme  eux  tous,  agrégé  à  P. 
Cel  ensemble  E  est  donc  une  pleine  épaisseur  de  P.  En  un  point  ; 


de  E,  aucune  valeur  limite  de 


/(*)-/(£) 


ne  saurait,  x  tendant 


vers  !;,  surpasser  -',  si  grand  (pie  soit  A.  Donc,  en  :,/a  une  dérivée 
nulle.  Or,  I'!  est  une  pleine  épaisseur  de  P. 


C.    1,1.    1 
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CHAPITRE  II. 

THÉORÈMES    FONDAMENTAUX    SUR    LES    NOMBRES    DÉRIVÉS. 

2i.  Nous  appellerons  variation  (ou  variation  simple)  d'une  fonc- 
tion continue  /entre  a  et  b,  la  différence  f(b)  —  f(a).  Nous  appel- 
lerons variation  absolue  (ou  arithmétique)  de  f  entre  a  et  b  la 
valeur  absolue  de  la  variation  simple  de  f  entre  les  mêmes  points, 
soit  \f(b)  —  f(a)\,  et  enfin  variation  relative  entre  a  et  b  le 
quotient  par  b  —  a  de   la  variation  simple  de  f  entre   ces  points, 

soit  ~  •  Nous  désignons  respectivement  les  trois  nombres 

définis  à  l'instant  par  les  notations  V(/,  a,  b)  ou  (a\ b)f, 
VR(/,  a,  b)  ou  (aYRb)f,  YA(/,  a,  b)  ou  (aVAb)f.  La  lettre  / 
pourra  être  supprimée  quand  il  n'y  aura  aucune  ambiguïté  possible 
concernant  la  fonction  dont  il  s'agit.  D'après  les  définitions  posées, 
nous  avons 

V(/,  &,«)  =  - V(/,a,  6),         VA(a,6)  =  VA(è,a),         VR(a,  b)  =  VR  (  b,  a). 

Je  rappelle  que,  sauf  mention  expresse  du  contraire,  de  deux  nombres 
énoncés  successivement  sous  forme  de  lettres,  et  jouant  des  rôles 
symétriques,  le  premier  est  toujours  supposé  moindre  que  le  second. 
En  vertu  de  cette  règle,  si  a.  est  inférieur  à  A,  nous  n'écrirons  jamais 
\A(b,  a)  ni  VR(6,  a),  mais  toujours  VA  (a,  b)  et  VR(a,  b).  En 
particulier,  b  —  a  étant  positif,  une  inégalité  telle  que  VR(/,  a,  b)<^or. 
ou  >  (3  peut  encore  s'écrire 

/(«)—  /(»)<«(*—  a)        ou        >P(i  —  a). 

2;>.  Ea  variation  relative  VR(/,  X,  X  +  À)  de  /"  entre  un  point 
immobile  #  et  un  point  variable  x  -\  //.  suivie  quand  //  tend  vers  zéro 
par  valeurs  toutes  positives,  possède  dans  le  cas  le  plus  général,  pour 
champ  de  ses  valeurs  limites,  un  segment  continu,  fini  ou  infini,  dont 
l'extrémité  maximum  Aj  est  appelée  nombre  dérivé  supérieur  droit, 
l'extrémité  minimum  od  étant  le  nombre,  dérive  inférieur  droit.  <  les 
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deux  nombres  peuvent  être  infinis.  Nous  sommes  conduits  à  distinguer 
sept  cas  :  i»^=ô,,  =  +  x;  2°A,,  =  +  x,  od  fini;  3°  Ad  =  +  oo, 
$d=  —  ao;  4°  Arf  fini,  Sd  fini,  avec  lu>  Orfî  5°  4/=  *</,  l'un  et  l'autre 
finis;  6°  Ad  fini,  Bd  =  —  oc;  70  A,,=  o,,  =  —  =c. 

Dans  les  cas  i°,  5°,  70,  où  Ad  et  orf  coïncident,  on  dit  que /(./;)  a  une 
dérivée  droite,  limite  unique  du  quotient  VR(/,  x,  x  +  //)  quand  A 
tend  vers  zéro  par  valeurs  positives.  La  dérivée  est  alors  la  valeur 
commune  des  deux  dérivés  extrêmes  supposés  coïncidents,  +  x  la 
première  fois,  un  nombre  fini  la  seconde,  —  00  la  troisième. 

Supposons  Ad  et  ld  distincts.  Soit  <j.d  un  nombre  compris  entre  Ad 
et  cd.  L'égalité  f(x  +  h)-f(.v)  =  \i.dh  est  réalisée  pour  une  infinité 
de  valeurs  positives  de  h  tendant  vers  zéro,  à  cause  de  la  continuité  du 
quotient  VR  (/,  x,  x-\-h),  effective  tant  que  h  diffère  de  zéro.  En 
effet,  Vit  (  f,  x,  x  -+-  h)  admettant  pour  valeurs  limites  Arfet  -^séparés 
par  [xd,  il  existe  un  nombre  // ,  tel  que  VR  (/, ./;,  x  -+-  A,  )  >  u.d,  puis  //., 
inférieur  à  h,  tel  que  VR(/,  x,  //,)<  [J-,„  A2B_,  el  hîn  se  définissant 
tour  à  tour,  positifs,  décroissants  contrairement  à  l'indice,  tendant 
vers  zéro,  et  satisfaisant  alternativement  à  l'une  el  à  l'autre  des  inéga- 
lités VR(/,  x,  x  +  h2n_t)>pd  et  VR(/,  x,  x  +  h,„)<[J.d.  Entre 
deux  termes  de  la  suite  hm,  la  fonction  continue  \  lit  /'.  x,  x  -h  h) 
prend  donc  au  moins  une  fois  la  valeur  \j.d;  u.d  sera  appelé  un  dérivé 
médian,  droit  de  f  en  x. 

L'égalité  d'un  dérivé  extrême  avec  la  variation  relative  de/ entre  x 
el  x  +  li,  réalisée  pour  une  infinité  de  valeurs  de  A,  tendant  vers  zéro, 
est  un  cas  exceptionnel. 

On  définit  pareillement,  en  faisant  tendre  //  vers  zéro  par  valeurs 
négatives,  les  deux  dérivés  gauches,  supérieur  Ag  et  inférieur  og, 
respectivement  plus  grande  et  plus  petite  limite  de  la  variation 
relative  de  /"entre  x  |  h  et  x  quand  h  tend  vers  zéro  par  valeurs 
négatives,  el  les  dérivés  médians  gauches,  qui  sont  tous  les  nombres 
intermédiaires  à  A»  et  S„,  et  qui  coïncident  pour  une  infinité  de  valeurs 
négatives  infinimenl  petites  de  //  avec  Vl!(  /',  x  -\-  h,  x). 

Quand  les  dérivés  extrêmes  gauches  coïncident,  leui  valeur  com- 
mune prend  le  nom  de  dérivée  gauche,  f  est  dite  avoir  une  dérivée, 
si  les  deux  dérivées  droite  el  gauche  existent  et  coïncident. 

Pour  éviter  des  confusions,  nous  qualifierons  souvent  de  «  bilaté- 

Journ.de   Math.  (7*  série),  tome  I.  —  Fasc.  II,  i<)i5,  'y 
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raie  »  la  dérivée  ordinaire  d'une  fonction  f.  Une  dérivée  valant  pour- 
un  seul  côté,  qu'il  est  inutile  de  préciser,  sera  appelée  dérivée  «  uni- 
latérale ».  Une  dérivée  latérale  sera  considérée  comme  la  réunion  des 
deux  dérivés  extrêmes  relatifs  au  même  côté  et  non  pas  comme  un 
dérivé  médian. 

26.  Ces  définitions  pouvant  présenter  dans  l'esprit  du  lecteur 
certaine  obscurité  quand  elles  s'appliquent  à  des  nombres  infinis, 
expliquons  à  titre  d'exemple  leur  sens  dans  deux  ou  trois  de  ces  cas  : 

i°  Un  nombre  dérivé  gauche  est  -h  oc,  et  il  n'y  a  point  de  dérivée 
gauche.  On  a  alors  forcément  Ag=  +  ao,  o„  étant  fini  ou  infini 
négatif.  La  traduction  arithmétique  de  cette  hypothèse  est  l'existence, 
si  petit  que  soit  a  et  si  grand  que  soit  A,  d'un  nombre  positif  h  infé- 
rieur à  oc,  tel  que 

VR(/,  x  —  h,  x)>\         ou        f{x)—f\x  —  h)>kh, 

sans  que  ces  inégalités  soient  vérifiées  pour  tous  les  nombres  h  infé- 
rieurs à  un  nombre  positif  a.  Ou  encore,  il  y  a  deux  suites  A,,  A2,  ..., 
hn,  ...;  h[,  h!2,  ...,  A/,  ...,  décroissant  à  zéro  et  telles  que,  pour  la 
première,  YR(f,  x,  x  —  hn)  tende  vers  +  ac,  VR(/,  x,  x  —  A/) 
tendant  soit  vers  —  00,  soit  vers  un  nombre  fini.  Au  contraire,  2°on  a 
la  dérivée  gauche  -+-  ao  en  x,  si,  quel  que  soit  A,  on  peut  calculer  a  de 
manière  que  la  simple  inégalité  o  <  A  <  a  entraîne 

/(*)-/(*  — A)  >AA. 

-I-  t.    esl    alors    la    limite   de  —      — j-— —   pour   toulc   suite   h„ 

décroissant  vers  zéro. 

Enfin,   >"  fa  pour  dérivée  —  x  en  x,  si  à  tout  nombre  positif  A  on 

peut  faire  correspondre  un  nombre  a  positif,  tel   que  la  seule  con- 

i-  •         ,  /  ,    ^                 «         /'(•'•—  h)-  f(x)      .         . 
dition     A   <a  entraîne— {■ — :L±— ■  <  —  A. 

27.  I  ,e  théorème  suiyanl  nous  permettra  fréquemment  d'éliminer  a 
priori  l'hypothèse  de  certaines  associations  de  valeurs  pour  les  quatre 
nombres  dérivés  extrêmes  d'une  même  fonction  en  un  même  point. 
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Théorème.  —  Les  points  où  le  dérivé  supérieur  pour  l'un  des  côtés 
est  moindre  que  le  dérivé  inférieur  pour  l'autre  côté  forment  un 
ensemble  dénombrable. 

Nous  démontrerons  préalablement  une  propriété  générale  des 
ensembles  parfaits  à  deux  dimensions  (').  Donnons  le  nom  de  sommet 
d'un  tel  ensemble  P  à  l'un  de  ses  points  M,  s'il  existe  un  angle  TMT' 
d'ouverture  inférieure  à  -  et  contenant  tous  les  points  de  P  voisins 
de  M,  j'entends  tous  les  points  de  P  situés  à  une  distance  de  M  inférieure 
à  un  certain  nombre  positif  dépendant  seulement  de  M.  Je  dis  qu'un 
ensemble  parfait  ne  peut  posséder  qu'une  infinité  dénombrable  de 
sommets.  En  effet,  convenons  d'appeler  «  suffragant  »  d'un  élément 
quelconque  N  de  P,  tout  point  H  du  plan,  pour  lequel  IN  est  sur  P  le 
point  plus  rapproché  de  H.  Géométriquement,  la  propriété  caracté- 
ristique des  suffragants  de  N  est  que  le  cercle  de  centre  II  et  de 
rayon  HN  ne  contient  à  son  intérieur  aucun  point  de  P  et  n'en  possède 
sur  sa  circonférence  aucun  différent  de  N.  Tous  les  points  intérieurs 
au  rayon  HN  sont  suffragants  de  N  si  H  l'est.  Un  point  H  du  plan  ne 
peut  évidemment  être  suffragant  de  plus  d'un  point  de  P.  Tout  point 
de  P  n'a  pas  nécessairement  de  suffragant.  Mais  nous  allons  montrer 
que  les  suffragants  de  tout  sommet  de  P  forment  un  ensemble  conte- 
nant une  aire.  Des  aires  deux  à  deux  distinctes  étant  nécessairement 
en  infinité  dénombrable,  la  même  propriété  de  puissance  en  résultera 
bien  pour  les  sommets  de  P. 

Soient  donc  M  un  sommet  de  P  et  y  un  cercle  de  centre  M  et  de 
rayon  p,  tel  que  tous  les  points  de  P  intérieurs  à  y  soient  dans  le  sec- 
teur TMT'  d'angle  au  centre  a  inférieur  à  -.  Lnlevons  du  cercle  y,  de 
part  et  d'autre  de  ce  secteur,  un  quadrant  de  y.  Il  reste  dans  y  un 
secteur  T(MT,  d'ouverture  it  —  a.  Limitons  ce  dernier  à  sa  portion 
intérieure  au  cercle  y' concentrique  à  y  et  de  rayon  moitié  moindre. 
Le  secteur  de  y' obtenu,  soit  tMtt',  a  tous  ses  points  II  suffragants 
à  M.  Car,  la  circonférence  C  de  centre  II  et  de  rayon  II  M  esl  inté- 
rieure au  cercle  y  et  n'a  de  commun  avec  le  secteur   TMT   que  le 


(')  Voir  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  (n  juillet 
igio  ).  L'énoncé  et  la  démonstration  s'étendent  sans  difficulté  au  cas  de  plusieurs 
dimensions. 
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point  M.  Donc,  C  ne  contient  à  son  intérieur  aucun  point  de  P,  ni  sur 
son  contour  aucun,  sauf  M.  L'intérieur  du  secteur  tMt'  est  donc  suf- 
fragant  à  M.  Les  M  sont  bien  dénombrables. 

Le  théorème  sur  les  nombres  dérivés  va  se  déduire  immédiatement 
du  précédent,  y (jc)  étant  une  fonction  continue,  le  point  x,y  =f(x) 
décrit,  x  parcourant  le  segment  ab,  un  ensemble  parfait,  savoir  la 
courbe  C  représentative  de  f(x).  Si,  en  un  point  x0,  Alt  est  inférieur 
à  oiM  soient  ip  la  somme  de  ces  nombres  et  l\io  leur  différence, 
on  a  A,/<^p  —  co  et  og^>  p  ■+-  o>.  On  aura  d'une  part 

f{x)xZ{[Xo)<r-« 

dès  que  x  —  x0  positif  sera  inférieur  à  un  certain  nombre  //,  ;  d'autre 
part 

X         Xq 

dès  que  x  —  x0  négatif  surpassera  —  h2.  Soit  h  le  plus  petit  des 
nombres  //,  et  //.,.  Soit  M  le  point  de  C  ayant  pour  abscisse  x0. 
L'angle  de  sommet  M,  ayant  pour  côlé  gauche  TM  de  pente  p  -+-  co, 
pour  côté  droit  MT'  de  pente  p  —  w  et  ouvert  dans  le  sens  des  y  néga- 
tifs, angle  valant  moins  de  it  (exactement  tt  —  aco),  contient  manifes- 
tement tous  les  points  de  C  intérieurs  à  la  bande  x0  —  //  <  x0  -+-  h 
et  a  fortiori  au  cercle  de  centre  M  et  de  rayon  h.  Donc,  M  est  un 
sommet  de  l'ensemble  parfait  C.  Donc,  l'ensemble  des  points  M  et 
celui  de  leurs  projections  ./■„  sur  Ox  sont  dénombrables.  Le  chan- 
gement de  a;  en  —  x  et  de  f  en  -  -  /'nous  donne  la  même  propriété 
pour  l'ensemble  des  points  x,  où  /'  vérifie  l'inégalité  A„ <  6d. 

En  particulier,  l'ensemble  des  points  où  une  fonction  possède  pour 
chacun  des  deux  côtés  une  dérivée  unilatérale  différente,  cet  ensemble 
est  dénombrable. 

Nous  énonçons  maintenant  un  théorème  fondamental  pour  celte 
étude. 
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Premier  Théorème  des  nombres  dérivés  (théorème  descriptif). 

28.  P  étant  un  ensemble  parfait  continu  ou  non,  s'il  existe  une 
infinité  d'intervalles  S,;  S»,  ...,  S„,  ...  dont  la  longueur  tend  vers 
zéro,  n  croissant,  dont  les  extrémités  pour  un  même  côté  (gauche, 
par  exemple),  c, ,  c2, ...,  c,„  ...  :  i° sont  toutes  agrégées  àP ,  i°  forment 
un  ensemble  partout  dense  sur  P;  si,  d'autre  part,  la  variation 
relative  ln  de  la  fonction  continue  f  sur  S„,  ou  bien  a)  reste  cons- 
tammenl  supérieure  à  un  nombre  fixe  k,  ou  bien  b)  reste  constam- 
ment inférieure  à  k,  ou  bien  c)  tend  vers  une  limite  unique  finie  ou 
infinie  /,  alors,  dans  ces  conditions  respectives,  l'ensemble  des  poi  ni  s 
de  P  où,  du  côté  opposé  au  premier  (donc  droit  d'après  notre  pre- 
mière hypothèse),  f  possède  a)  son  dérivé  supérieur  au  moins  égal 
à  k,  b)  son  dérivé  inférieur  au  plus  égal  à  k,  c)  le  nombre  l  pour 
dérivé  médian  ou  extrême,  Vensemble  ainsi  défini  est  partout 
dense  sur  P,  et  même  c'est  un  résiduel  de  P. 

Kn  effet,  donnons-nous  une  suite  de  nombres  positifs  £,,  e2,  ..., 
£„, .  . .,  tendant  vers  zéro.  Pour  x  =  cn,  nous  avons  l'égalité 

f{d:)~{{x)     ou     vr(/,  *,<*„>=/„. 

Mais  le  quotient  de  différences  figurant  au  premier  membre  est  une 
fonction  continue  de  x  en  cn.  Il  existe  donc  un  intervalle  c'n  c"H  ou  a„ 
contenant  c„  à  son  intérieur,  pouvant  toujours  être  supposé  inférieur 
à  £„  en  longueur,  et  en  tout  point  ./■  durpiel  le  quotient  considéré  est 
compris  entre  /„  —  e„  et  /„ -t-  £„.  En  outre,  la  valeur  du  quotient  n'étaul 
d'ailleurs  pas  obligatoirement  définie  pour  x  =  da,  supposons  Centre  c„ 
etd„.  Désignons  indifféremment  par  E  l'ensemble  défini  dans  renoncé 
etsusceptible  de  trois  acceptions  diverses  suivant  l'hypothèse  réalisée 
par  les  /„.  .le  dis  que  tout,  point  ;  agrégé  à  une  infinité  de  <r„  appar- 
tient à  I'].  Il  faut  prouver  pour  cela  que  :  i°  \  est  agrégé  à  I',  2°  en  ç, 
/satisfait  aux  conditions  différentielles  énoncées.  En  effet,  d'abord  la 
longueur  de  cr„  étant  inférieure  à  e„,  et  a„  contenam  <•„  agrégé  à  1' 
(les  dn  n'ont  aucune  relation  obligée  avec  P),  £  est  un  point  limite 
de  points  de  1',  donc  lait  partie  de  I'  supposé  parfait.  D'autre  part,  si  an 
contient  :,  l'extrémité  droite  d„de  l'intervalle  S„de  même  indice  que  <7„, 
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surpasse  \  et  en  est  à  une  distance  inférieure  à  cr„  -+-  S„,  cr„  et  S„  empié- 
tant l'un  sur  l'autre.  Donc,  pour  la  suite  des  <r„  contenant  E,  d„  tend 
vers  \  par  valeurs  supérieures.  Enfin  la  variation  relative  \  R(/',  £,  dn) 
est,  pour  la  même  suite  de  valeurs  de  n,  comprise  entre  /„  —  £„et  /„+  e„. 
Donc,  toutes  ses  valeurs  limites  qui  sont  des  dérivés  droits  médians 
ou  extrêmes  de  f  en  \  sont  comprises  dans  l'ensemble  des  valeurs 
limites  de  la  suite  /„.  Si  donc  a)  /„  surpasse  A',  /"possède  en  \  un  dérivé 
médian  ou  extrême  au  moins  égal  à  k  et  par  suite  on  a  &d(%)>k\ 
de  même  si  b)  /„</»,  OjÇ^'Sk,  et  si  c)  lim/„=/  fini  ou  infini, 
8(Ç)<^A*(Ê). 

Tout  revient  donc  à  montrer  que  l'ensemble  des  points  intérieurs  à 
une  infinité  d'intervalles  t„  est  partout  dense  sur  P,  et  même  que  c'est 
un  résiduel  de  P.  Etablissons  par  des  raisonnements  élémentaires  la 
première  allégation.  Soit  us  une  portion  quelconque  de  P.  Prouvons 
l'existence  d'un  point  de  E  sur  cr.  a  et  b  étant  les  points  extrêmes 
de  ra,  soit  a  un  point  de  cr  intermédiaire  aux  précédents.  A  cause 

de  la  densité  des  e„,  il  existe  une  suite  de  points  c„  tendant 
vers  y..  La  longueur  de  a„  tendant  vers  zéro  quand  //  croit,  nous 
pouvons  trouver  un  premier  point  c„  (désigné  désormais  par  y,) 
agrégé  à  gt,  en  même  temps  que  l'intervalle  an  correspondant,  soit  oj,, 
est  intérieur  à  ab.  co,  ayant  à  sou  intérieur  y,  agrégé  à  P,  contient 
une  infinité  de  points  de  P.  Soit  m,  une  portion  de  P  intérieure 
à  co,,  c/,  et  b,  ses  extrémités.  Nous  y  déterminons  de  même  un 
point  c„,  désignons-le  par  y„,  dont  l'intervalle  <j„,  soit  w2,  est  intérieur 
à  atb,,  etnous  continuons  indéfiniment  selon  un  progrès  évident.  Nous 
établissons  ainsi  une  succession  de  segments  ab,  to,  a,b,,  a>2,  ..., 
ambm,  u>m+1,  . . .,  cbacun  intérieur  au  précédent.  a,„  et  b,„  sont  les  extré- 
mités d'une  portion  cr„,  de  P  intérieure  à  w,„.  a„,  étant  un  point  quel- 
conque de  xsm  distinct  de  am  et  de  bm,  il  existe,  à  cause  de  la  densité  des 
points  c,„,  une  suite  de  ces  derniers  tendant  vers  cc,„.  A  partir  d'un 
certain  rang,  les  points  de  cette  suite  auront  leurs  intervalles  tr„  res- 
pectifs intérieurs  à  amb,„.  Soit  y„,+,  l'un  deces  points  et  w„,+1  son  inter- 
valle <y„.  (om+1  contenant  un  point  de  P,  savoir  y„,+1,  en  contient  une 
infinité;  soit  xsm+1  une  portion  de  P  formée  par  ceux-ci  et  am+1,  bm+1 
les  extrémités  de  tn.,nl.  Le  segment  w„,  étant  intérieur  à  w,„_,  et  doué 
d'une  longueur  infiniment  petite  quand  son  indice  croît,  tend  vers  un 
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point  Ç  intérieur  à  lui  pour  toute  valeur  de  m,  et,  comme  nous  l'avons 
vu,  agrégé  à  ro.  Donc,  l'ensemble  E  possède  au  moins  un  point  dans 
toute  portion  nr  de  P.  Il  est  partout  dense  sur  P.  Mais  notons  que, 
seules  les  valeurs  limites  de  /„  intervenant  pour  borner  Ad  ou  oci  dans 
les  cas  a)  et  b),  il  est  possible  de  substituer,  aux  bypothèses  respec- 
tives /„>  k  ou  l„  <  k,  celles-ci  moins  restrictives  :  les  /„  n'admettent 
point  de  limite  inférieure  (cas  a),  ou  supérieure  (cas  b)  à  k. 

'29.  Montrons  maintenant  que  E  est  un  résiduel  de  P.  En  effet, 
les  C7„  étant  définis  comme  plus  haut,  considérons  l'ensemble  H„ 
des  points  de  P  non  intérieurs  à  at,  <72,  ...,  crn,  ....  Cet  ensemble 
est  évidemment  fermé  puisqu'un  point  étranger  à  H0,  étant  intérieur 
à  un  intervalle  a„  totalement  étranger  à  H0,  ne  peut  pas  être  point 
limite  de  cet  ensemble.  Je  dis  que  H0  est  non  dense  sur  P.  Dans 
le  cas  contraire,  il  existerait  une  portion  ©  de  P  dont  H0  posséderait 
tous  les  points.  Or,  l'ensemble  c„  étant  dense  sur  P,  il  existe,  entre 
les  points  extrêmes  a  et  b  de  rrr,  au  moins  un  point  c„.  L'inter- 
valle t„  correspondant,  renfermant  c„,  contient  de  ts  toute  une 
portion  dont  aucun  point  intérieur  ne  fera  partie  de  H0.  Donc, 
H0  est  non  dense  sur  P.  Mais  ce  raisonnement  est  fondé  sur  ce  que 
l'ensemble  c,,  c.,,  ...,  c„,  ...  est  partout  dense  sur  P.  Si  nous  suppri- 
mons un  nombre  limité  de  points  c„,  cet  ensemble  ne  cesse  pas 
d'ê'tre  dense.  Soit  donc  H/(  l'ensemble  des  points  de  P  non  intérieurs 
à  a  +l,  ?,,.,,  ....  H„,  « 1 11  î  contient  H,,  ,  est  non  dense  sur  I'  (et d'ailleurs 

fermé).  Considérons  l'ensemble   II  réunissant  II,,  H,,  ...,  II,,, 

Il  est  gerbe  sur  P.  Soit  G  le  résiduel  de  I1  complémentaire  de  II. 
Tout  point  M  de  G  est  intérieur  à  une  infinité  d'intervalles  an.  Car, 
si  ce  point  M  étaitintérieurseulementàun  nombre  limité  d'entre  eux, 
le  plus  grand  des  indices  de  ceux-ci  aurait  une  certaine  valeur  />. 
M  appartiendrait  à  tous  les  ensembles  II/M_,,  rL,+2,  ...,  donc  à  11  et  non 
pas  à  O.  Oonc  M  est  agrégé  à  l'ensemble  K  qualifié  dans  l'énoncé. 
Donc  E  contient  <  1.  Donc  I'',  est  un  résiduel  de  P. 

."0.  Examinons  plus  particulièrement  l'hypothèse  c)  el  désignons 
par  I'.,,  (  / 1  l'ensemble  des  points  de  P  <>ù  /  est  un  dérivé  droil  (  médian 

ou  extrê i  de  f.  I  jonséquence  essentielle  pour  l'ensemble  Ed(  /  ) 

de  sa  propriété  d'être  un  résiduel  de  P  est  «pie  tout  ensemblede  même 
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nature  a  nécessairement  avec  lui  une  infinité  de  points  communs  for- 
mant eux  aussi  un  résiduel  de  P,  et  même  celle-ci  qu'une  infinité 
dénombrante  d'ensembles  analogues  àE(/(/)ont  en  commun  une  infinité 
dense  de  points  formant  encore  un  résiduel.  Nous  pouvons  d'ailleurs 
voir  directement  que  :  si  nous  avons  deux  ensembles  cn,gn  partout 
denses  sur  P,  extrémités  chacun  pour  un  côté  unique  (identique  ou 
différent  pour  l'un  et  l'autre)  de  deux  familles  d'intervalles  correspon- 
dants S„,  Ta,  les  c„  étant  par  exemple  tous  extrémités  gauches  des  S„, 
les  »„  étant  tous  extrémités  droites  des  T„,  les  variations  relatives  /„ 
de  /sur  S„,  qn  de  /sur  T„  tendant  respectivement  vers  l  et  q,  quand 
«croit,  les  longueurs  de  Snetde  T„  tendant  vers  zéro  en  même  temps; 
moyennant  ces  hypothèses,  il  existe  sur  P  un  ensemble  partout  dense 
où  simultanément/  est  un  dérivé  médian  ou  extrême  droit  et  q  un 
dérivé  extrême  ou  médian  gauche.  Il  suffit,  après  avoir  défini  des 
intervalles  t„  analogues  aux  an  et  construits  pour  l'ensemble  (gn,  T„), 
de  reprendre  les  raisonnements  du  numéro  '28,  en  les  appliquant 
alternativement  à  la  suite  c„  et  à  la  suite  gn.  Nous  envisageons  une 
succession  de  segments  ab,  w,,  a,  bf,  u2  . .  .,  a.,m_l  bim_u  '-»,„,,  aîm  6!m, 
w2m+I,  aîm+1  è2;re+„  ...,  chacun  inclus  dans  le  précédent,  les  u,„,  étant 
choisis  parmi  les  t„  comme  les  co2m+1  le  sont  parmi  les  cr„,  ap,  bp  étant 
les  extrémités  d'une  portion  nry,  de  P  intérieure  à  wp  ou  à  u/;  selon  que 
/jest  pair  ou  impair.  La  possibilité  de  déterminer  cette  suite  résulte  de 
la  présence  sur  toute  portion  de  P,  des  ensembles  e„  et  "■„  séparément. 
Les  portions  xsp  ont  en  commun  un  point  <;  agrégé  à  P,  intérieur  à  une 
infinité  de  <7„,  à  une  infinité  de  T„etoù,  par  suite,  /admet  les  dérivés  / 
droitet  y  gaucbe.  L'ensemble  des  points  communs  à  Ed(l)  et  à  Es(q), 
où  respectivement/  a  pour  dérivé  droit  l  et  pour  dérivé  gauche  q,  est 
donc  bien  partout  dense  sur  P.  Les  dérivés  peuvent  être  médians  ou 
extrêmes,  sans  autre  précision  possible  en  général. 

Il  est  inutile  d'envisager  une  infinité  dénombrable  d'ensembles  de 
points  analogues  à  l'ensemble  <■„.  Si  l'on  connaît,  en  effet,  une  infinité 
dénombrable  de  quantités  analogues  à  /,  donl  chacune  esl  limite  des 
variations  relatives  de  /'  sur  une  suite  d'intervalles  pareils  à  S„,  à 
extrémités  gauches  situées  comme  les  <■„  sur  P  el  partout  denses  sur 
lui,  ces  quantités  onl  deux  bornes  supérieures  el  inférieures  i  finies  ou 
infinies),  L  et  L'.  Mais,  quel  que  soit  n  et  l'infiniment  petit  positifs,,, 
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il  est  visible,  d'après  nos  hypothèses,  qu'il  existe  sur  toute  portion 
de  P  assignée  d'avance  un  point  C„  extrémité  gauche  d'intervalle 
inférieur  à  tn  et  où  la  variation  relative  surpasse  L  —  tn.  Les  C„  peuvent 
donc  être  répartis  densément  sur  P.  Il  en  résulte  que  l'ensemble  E^L) 
est  partout  dense  sur  P  et  est  même  un  résiduel.  L'ensemble  E^(L') 
jouit  également  de  ces  propriétés.  Donc,  en  un  résiduel  R  de  P, 
L  et  L'  sont  des  dérivés  médians  ou  extrêmes  droits.  Mais  alors, 
en  tout  point  de  R,  tout  nombre  intermédiaire  à  L  et  à  L'  est  un 
dérivé  médian  droit  de  f.  Nous  n'obtenons  donc  rien  de  plus  en 
considérant  une  infinité  dénombrable  d'ensembles  de  points  cn  et 
d'intervalles  S„  relatifs  à  une  infinité  dénombrable  de  nombres  limites 
analogues  à  /,  les  c„  étant  toujours  des  extrémités  gauches  des  S„, 
qu'en  nous  bornant  à  envisager  deux  ensembles  de  points  et  inter- 
valles, faciles  à  former  au  moyen  des  premiers,  et  ayant  liait  aux 
bornes  supérieures  et  inférieures  des  /. 

Pareillement,  si  les  ensembles  associés  (K)  analogues  à  (c„,  S„) 
avec  des  cn  extrémités  des  S„pour  un  même  côté,  mais  droit  ou  gauche 
selon  l'ensemble  (K),  donnent  cliacun  des  variations  relatives  de  f 
sur  S„  tendant  vers  une  limite  propre  pour  n  infini,  il  est  superflu, 
pour  obtenir  les  conclusions  optimum  de  ces  données,  d'envisager 
plus  de  quatre  ensembles  (K),  deux  au  plus  pour  chaque  côté. 

Applications  du  Premier  Théorème. 

Les  applications  du  Premier  Théorème  fondamental  seront  très 
nombreuses  au  cours  de  ce  Mémoire.  En  voici  les  principales. 

31.  /„  étant  un  nombre  défini  sur  l'intervalle  cnd„  ou  S„,  infiniment 
bref  pour  n  infini  (/„  étant  plus  précisément  dans  ce  paragraphe  la 
variation  relative  de  f  sur  S„),  convenons  de  dire  que  l'ensemble  ln 
admet  en.  un  point  \1  de  V  la  valeur  limite  '/,  finie  ou  infinie,  >'\\ 
existe  une  suite  choisie  parmi  les  c„  et  tendant  vers  M  de  manière  que 
les  nombres  /„  tendent  en  même  temps  vers  A. 

Les  points  de  I*  analogues  à  M,  où  l'ensemble  /,,  admet  la  valeur 
limite  A,  forment  évidemment  un  ensemble  fermé.  Supposons  ce 
dernier  coïncidant  avec  P.  Quelque  soit  e,  il  esl  possible  de  trouver,  si 
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près  que  l'on  veut  d'un  point  M  quelconque  de  P,  un  point  cn  tel  que, 
pour  le  même  indice  n,  ln  diffère  de  X  de  moins  de  z,  siX  est  fini  (soit 
du  signe  de  X  et  surpasse  i  ;  z  cn  valeur  absolue  si  X  est  infini).  En 
choisissant  sur  P  une  suite  M/(  partout  dense  sur  P  (par  exemple 
l'ensemble  énuméré  des  points  de  première  espèce  de  P)  et,  parmi  les 
points  c„,  l'un  d'eux,  soit  y„,  distant  de  M7,  de  moins  de  zp  (infiniment 
petit  positif  quelconque)  et  donnant  pour  le  nombre  /„  de  même  indice 
une  valeur  "kp  différant  de  X  de  moins  de  ip,  si  X  est  fini  (surpassant  p 
eu  valeur  absolue  et  du  signe  de  X,  si  X  est  infini),  il  est  visible  que 
les  Y/j  sont  denses  sur  P  et  que  X„  tend  vers  X.  Le  Premier  Théorème 
nous  permet  immédiatement  de  conclure  : 

Application  I.  —  S„  étant  un  intervalle  infiniment  bref  quand  n 
croit,  et  dont  l'extrémité  gauche '(droite)  décrit  un  ensemble  partout 
dense  sur  l'ensemble  parfait  P,  si  la  variation  relative  /„  de  f 
sur  Sn  admet  en  tout  point  de  P  la  valeur  limite  X,  finie  ou  infinie, 
X  sera  un  dérivé  médian  ou  extrême  droit  (gauche)  de  f  cn  tout 
point  d'un  résiduel  de  P. 

Quand  X  est  +  =c( —  30),  nous  disons  que  /„  est  non  bornée  supé- 
rieurement (intérieurement)  dans  toute  portion  de  P  ou  au  voisinage 
de  tout  point  de  P.  Dans  ce  cas,  f  admet  le  dérivé  supérieur  (infé- 
rieur )  droit  +cc(  —  ao )  en  un  résiduel  de  P. 

.">2.  Application  II.  —  Si  l'ensemble  E,,(/)  des  points  où  f  a  pour 
dérivé  mèdianou  extrême  droit  un  nombre  l  est  partout  dense  surV , 
cet  ensemble  est  un  résiduel  de  P. 

E,,(/)  étant  partout  dense  sur  P,  nous  pouvons  en  extraire  une 
i ii huilé  dénombrable  de  points  c,,  c2, . .  .,cn,  :'. .,  partout  denses  sur  P, 
d'après   ce    principe   facile  à  vérifier  (')  qu'il  est  toujours   possible 

(')  Il  suffît  naturellement  de  prouver  cette  assertion  pour  un  ensemble  borné 
puisqu'un  ensemble  non  borné  est  la  réunion  d'une  infinité  dénombrable 
d'ensembles  bornés.  Si  dune  l'ensemble  E  est  sur  le  segment  ah,  divisons  ce 
dernier  en  //  segments  égaux  et  sur  chacun  de  ceux  qui  contiennent  au  moins 
un  point  i\r  E,  choisissons  indifféremment  un  de  ceux-ci.  L'ensemble  des  points 

élus  pour  toutes  les  valeurs  de  /'  est  évidemment  dénombrable,  possède  les  mêmes 

points  limites  que  E  el   en  contient  tous  1rs  points  isolés.   La   démonstration 
s'étend  immédiatement  au  cas  des  ensembles  à  plusieurs  dimensions. 
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d'extraire  d'un  ensemble  quelconque  un  ensemble  dénombrable  ayant 
même  dérivé  que  lui  (et  même,  de  plus,  contenant  tous  ses  points 
isolés,  lesquels  sont  en  infinité  dénombrable).  Soit  c{,  c2,  . . .,  cn,  . . ., 
la  suite  des  points  de  cet  ensemble.  /  étant  en  c„  un  dérivé  droit,  il 
existe  un  intervalle  c„da  d'extrémité  gauche  c„,  de  longueur  inférieure 
à  £„  (infiniment  petit  positif  indépendant)  et  où  la  variation  relative 
de  f  diffère  de  /  de  moins  de  e„,  si  /  est  fini,  est  du  signe  de  /  et  supé- 
rieure en  valeur  absolue  à  n,  si  /  est  infini.  Nous  sommes  dans  les  con- 
ditions d'application  du  théorème  fondamental.  L'ensemble  E(/(/)  est 
donc  partout  un  résiduel. 

Sont  donc  des  résiduels  sur  P,  dès  qu'ils  sont  partout  denses  sur  P, 
les  ensembles  où  zéro  est  un  dérivé  médian  d'un  côté,  où  /  a  son 
dérivé  supérieur  infini  positif  pour  un  côté  donné,  son  dérivé  infé- 
rieur pour  un  coté  déterminé  infini  négatif.  Mais  ce  serait  une  erreur 
de  croire  que  dans  l'hypothèse  où  la  dérivée  droite  existe  et  vaut  -+-  =c 
en  un  ensemble  partout  dense  sur  P,  cet  ensemble  est  un  résiduel. 
Non,  tout  ce  qu'on  peut  conclure  de  cette  hypothèse  d'après  le  Pre- 
mier Théorème,  c'est  que  l'ensemble  des  points  où  l'un  des  dérivés 
droits  (et  forcément  le  dérivé  supérieur)  est  -+-  ce,  cet  ensemble  est 
un  résiduel.  Mais  rien  n'exige  qu'en  tous  les  points  de  cet  ensemble 
le  dérivé  inférieur  droit  soit  lui  aussi  -f-  oo.  Il  faudrait  pour  cela  sup- 
poser de  plus  qu'il  existe  en  tout  point  une  dérivée  droite. 

55.  Nous  déduirons  immédiatement  de  ce  qui  précède  la  propo- 
sition suivante  : 

Les  points  où  un  dérivé  supérieur  (ou  inférieur)  de  côté  déter- 
miné est  infini  positif  (ou  négatif),  forment  un  ensemble  ou  bien 
non.  dense  sur  tout  ensemble  parfait,  s'il  est  dénombrable,  ou  bien 
contenant  un  ensemble  parfait,  s'il  est  non  dénombrable. 

Soit  par  exemple  à  étudier  l'ensemble  Erf(  4-  oo)  où  Le  dérivé  supé- 
rieur droit  est  -f-  ce,  et  que  nous  désignerons  pour  abréger  par  D. 
Nous  utiliserons  deux  résultats  généraux  de  La  théorie  des  ensembles, 
établis  l'un  et  l'autre  dans  la  Note  11  :  i"  tout  résiduel  d'un  ensemble 
parfail  contient  lui-même  un  ensemble   parfait;   2"  un  ensemble  non 

dénombrable  est  dense  sur  L'ensemble  parfait  constitué  par  les  points 
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au  voisinage  desquels  il  est  non  dénombrable.  Cela  posé  :  i°  si  D  est 
dénombrable,  il  n'est  dense  sur  aucun  ensemble  parfait,  car  s'il  était 
dense  sur  l'un  d'eux  P  et  par  suite  partout  dense  sur  une  portion  ro 
de  P,  il  contiendrait  un  résiduel  de  xs,  donc  un  ensemble  parfait;  il 
ne  serait  donc  pas  dénombrable;  2°  si  D  est  non  dénombrable,  soit  Q 
l'ensemble  parfait  constitué  par  les  points  au  voisinage  desquels  D 
est  non  dénombrable.  D  est  partout  dense  sur  Q.  Donc,  il  en  contient 
un  résiduel  et  par  suite  un  ensemble  parfait.  c.  Q.  f.  d. 

Le  même  énoncé  vaudrait  si  D  était  l'ensemble  où  un  dérivé 
médian  ou  extrême  dey  prend  une  même  valeur  a.  ('). 

34.  Application  III.  —  Si  une  fonction  admet  pour  un  même  côté 
une  dérivée  unique  en  chaque  point,  il  est  impossible  que  les  deux 
ensembles  où  cette  dérivée  est  l  pour  le  premier,  V  pour  le  second 
soient  l'un  et  Vautre  denses  sur  un  même  ensemble  parfait. 

Sinon,  /  et  /'  seraient  sur  un  même  résiduel  dérivés  médians  ou 
extrêmes  pour  le  côté  considéré.  Il  n'y  aurait  donc  pas  de  ce  côté  une 
dérivée  unique  en  tout  point. 

Un  emploi  essentiel  du  Premier  Théorème  est  de  démontrer  la  non- 
densité  sur  un  ensemble  parfait  P  de  certains  ensembles  cn,  éléments 
d'une  association  dutype(/'„,  S„),  moyennant  l'hypothèse  de  l'absence 
surP  de  certains  dérivés  unilatéraux  de  valeur  finie  ou  infinie  donnée. 

.";>.  Application  IV.  —  Si  le  dérivé  supérieur  d'une  fonction  pour 
un  côté  donné  est  fini  en  chaque  point,  sur  tout  ensemble  parfait  P 
continu  ou  discontinu,  l'ensemble  des  points  au  voisinage  desquels 

(')  Voir  la  Note  2  au  sujet  de  la  décomposition  de  tout  ensemble  en  deux., 
l'un  dense  en  lui-même  {noyau),  l'autre  non  dense  sur  tout  ensemble  parfait 
[ensemble  clairsemé).  D'après  le  théorème  de  M.  Baire,  les  raisonnements  faits 
ci-dessus  pour  l'ensemble  I)  s'étendent  à  tout  ensemble  E  où  une  fonclion/rfe 
classe  un  prend  une  même  valeur  donnée  c.  Si,  en  effet,  R  est  dense  sur  un 
ensemble  parfait  P,  l'ensemble  f^x  est  gerbe  sur  P.  Donc  R  est  un  résiduel 
de  P;  il  contient  par  conséquent  un  ensemble  parfait.  Donc  X1  ensemble  f  —  a  ou 
bien  est  clairsemé  el  par  suite  dénombrable  ou  bien  renferme  un  ensemble 
parfait. 
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ce  même  dérivé  est  non  borné  supérieurement  est  non  dense  sur  P. 

Rappelons  les  définitions  suivantes  :  une  fonction  a  est  dite  bornée 
en  un  point  M  sur  un  ensemble  E  continu  ou  non,  mais  dont  M  est 
un  point  limite,  quand  M  est  intérieur  à  un  intervalle  /  tel  que  les 
valeurs  absolues  prises  par  s  aux  points  de  E  situés  dans  «sont  infé- 
rieures à  un  même  nombre.  Si  l'on  veut  simplement  que  m  soit 
une  fonction  bornée  supérieurement  (inférieurement)  sur  E  en  M, 
l'ensemble  des  valeurs  positives  (négatives),  seules  considérées,  prises 
par  9  sur  E  doit  être  inexistant  ou  borné.  Si  donc  o  est  non  borné 
(ou  non  borné  supérieurement)  sur  E  en  M,  où  o  peut  néanmoins 
avoir  toujours  une  valeur  numérique  finie,  c'est  que  la  circonstance 
suivante  se  produit  :  si  petit  que  soit  un  intervalle  contenant  M, 
il  y  a  sur  lui  des  points  de  E  où  la  valeur  absolue  (ou  simplement 
la  valeur  elle-même)  de  ©surpasse  l'entier  n,  quel  que  soit  n.  Il  existe 
alors  une  suite  de  pointsM,,  M,,  ...,  M„,  ...,  agrégés  à  E,  tendant 
vers  M,  et  tels  que  la  suite  ?(Mn)  ait  pour  points  limites  +  co  ou  —  x, 
ou  l'un  et  l'autre  (au  moins  le  premier  pour  les  fonctions  non  bornées 
supérieurement). 

L'ensemble  des  points  d'un  ensemble  parfait  P  (continu  ou  discon- 
tinu) au  voisinage  desquels  <p  est  non  borné  sur  P,  est  évidemment 
fermé.  Si  donc  un  Ici  ensemble  est  dense  sur  P,  il  contient  une  por- 
tion trr  de  P.  Mais  alors,  sur  toute  portion  gt'  de  m  existe,  quel  que 
soit  A,  un  point  x  de  P  où  | a» ( oc ) |  >  A,  et  plus  précisément  o  >  A, 
s'il  s'agit  exactement  d'une  fonction  o  non  bornée  supérieurement. 
Restons  dans  cette  dernière  bypothèse.  Si  alors  o  est  un  dérivé  droit 
de/,  /a  donc  un  dérivé  droit  infini  positif  aux  points  d'un  ensemble 
partout  dense  et  même  résiduel  sur  P.  Donc,  en  supposant  o  partout 
fini,  nous  aboutissons  à  une  contradiction  ('). 

On  obtient  des  théorèmes  analogues  pour  les  fonctions  à  dérivé 
supérieur  gauche  non  borné  supérieurement  sur  un  ensemble  parfait  P 
et  pour  les  fonctions  à  dérivé  inférieur  gauche  ou  droit  non  bornés 
inférieurement.  L'ensemble  des  points  de  1'  où   le  dérivé  considéré 


(')  Voir  Montel,  Leçons  sur  les  séries  de  polynômes  u  une  variable  com- 
plexe, p.  109,  et  la  note  au  bas  de  cette  page;  également  Comptes  rendus, 
9.3  décembre  1912. 
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est  non  borné  (supérieurement  ou  inférieurement  selon  les  cas)  est 
non  dense  sur  P.  En  particulier,  si  une  fonction  admet  partout  une 
dérivée  finie  pour  un  même  côté,  droit  par  exemple,  l'ensemble  des 
points  au  voisinage  desquels  cette  dérivée  n'est  pas  bornée  est  non 
dense  sur  le  continu.  L'ensemble  des  points  d'un  ensemble  parfait 
quelconque  P  où  les  valeurs  prises  par  elle  sui'  P  ne  sont  pas 
bornées  est  non  dense  sur  P. 

En  effet,  cette  dérivée  ©  coïncide  en  chaque  point  avec  les  dérivés 
inférieur  et  supérieur  droits  de  f.  Or,  l'ensemble  e  des  points  de  P 
au  voisinage  desquels  <p  n'est  pas  borné  sur  P  est  la  réunion  de  deux 
ensembles  (pouvant  d'ailleurs  coïncider  en  tout  ou  partie)  e„  et  e, 
constitués  respectivement  par  les  points  où  œ  n'est  pas  borné  supé- 
rieurement pour  le  premier,  inférieurement  pour  le  second.  Si  e  est 
dense  sur  P,  il  en  est  de  même  de  l'un  au  moins  des  deux  ensembles  es 
et  cL.  Si  c'est  le  premier,  le  dérivé  supérieur  droit  de  f  sur  un  résiduel 
d'une  portion  de  P  est  +  <x>,  et,  comme  /a  partout  par  hypotbèse  une 
dérivée  droite  finie,  nous  aboutissons  à  une  contradiction,  comme  on 
en  trouverait  une  si  e,-  était  dense  sur  P. 

Encore  plus  particulièrement,  si  f  admet  partout  une  dérivée 
finie  o  (donc  une  dérivée  unique  de  chaque  côté  et  la  même  pour  les 
deux  côtés),  sur  tout  ensemble  parfait  P,  l'ensemble  des  points 
de  P  au  voisinage  desquels  çp  est  non  borné  sur  P,  est  non  dense 
sur  P.  Ce  résultat  jouera  un  rôle  fondamental  dans  la  dernière  Partie 
de  ce  Mémoire  ('). 

(')  Cette  proposition  découle  très  simplement,  comme  celle  du  n°  III,  du 
théorème  de  M.  Baire  sur  les  fonctions  limites  de  fonctions  continues  ou  de 
classe  un,  ainsi  que  la  suivante  :  Si,  mu-  un  ensemble  parfait  P,  il  existe  un 
ensemble  dénombrable  et  partout  dense  c„  où  les  valeurs  cp  de  la  dérivée  (sup- 
posée existante  en  tout  point)  d'une  fonction  continue/  tendent  vers  une 
limite  /,  l'ensemble  des  points  où  9  =  /  est  un  résiduel  sur  P,  et  celui  où  9 
diffère  de  /  d'une  quantité  supérieure  à  un  nombre  positif  quelconque  a  est 
non  dense  sur  I>. 

Cet  énoncé  est  bien  visiblement  inclus  dans  les  théorèmes  ci-dessus  démontrés. 
Les  deux  ensembles  <p  =  l  et  |<p — •  l\  >  a  ne  peuvent  pas,  nous  l'avons  dit,  être 
simultanément  denses  sur  un  même  ensemble  parlait  I'. 

Rappelons  que,  d'après  le  théorème  de  M.  Baire,  sur  un  ensemble  parfait 
quelconque   I',  l'ensemble   des  points  de  continuité  (relativement  à    P)   d'une 
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5(>.  Une  différence  importante  est  à  signaler  entre  le  cas  du  continu 
et  celui  d'un  ensemble  parfait  discontinu  (').  Si  une  famille  d'inter- 
valle Sn  tendant  vers  zéro  en  longueur  ont  leurs  extrémités  gauches  c„ 


fonction  de  classe  un  esl  partout  dense  sur  P,  ou  que  l'ensemble  des  points  où 
l'oscillation  (relativement  à  P)  de  la  fonction  surpasse  un  nombre  positif  quel- 
conque est  non  dense  sur  P.  D'après  ceci,  le  premier  est  un  résiduel  de  P.  Mais 
notre  étude  fournit  en  plus  des  résultats  essentiels  sur  les  nombres  dérivés 
médians  ou  extrêmes,  lesquels  ne  sont  pas,  comme  les  dérivées,  des  limites  de 
fonctions  continues,  et  ne  peuvent  donc  pas  donner  lien  à  une  application  du 
théorème  de  M.  Baire. 

(')  La  continuité  ou  la  discontinuité  d'un  ensemble  parfait  P  où  sont  étudiés 
des  nombres  dérivés  constituent  deux  cas  bien  distincts.  Montrons-le  par  des 
exemples  : 

i°  Si  une  fonction  possède  en  tout  point  d'un  segment  continu  ab  un  nombre 
dérivé  positif  (\u  ou  àe)  pour  un  côté  invariable,  elle  est  croissante  sur  ah 
(démonstration  analogue  à  celle  des  nos  48  et  48h,s).  Mais  nous  réaliserons 
(60  et  61)  des  fonctions  nulles  sur  un  même  ensemble  parfait  discontinu  P  et 
admettant  en  chaque  point  de  celui-ci  le  dérivé  droit  4-00.  L'excès  de  l'une  de 
ces  fonctions  sur  x  sera  partout  décroissant  sur  P,  avec  cependant  le  dérivé 
droit  -+-cc  en  tout  point  de  P. 

2°  Supposons  qu'une  fonction  y  ait  en  tout  point  de  P  tous  ses  dérivés  droits 
positifs  (<îrf>o).  En  résultera-t-il  que/  soit  croissante  sur  P?  Nullement, 
y  est  dite  croissante  sur  P,  rappelons-le,  dès  qu'elle  est  croissante  de  tout  point 
de  P  à  tout  point  de  P,  sauf  le  cas  où  ces  points  sont  simultanément  extrémités 
d'un  même  contigu,  et  où  une  variation  nulle  et  non  pas  nécessairement  posi- 
tive de  /est  admise  entre  ces  deux  points.  Disons  qu'elle  est  totalement  crois- 
sante sur  P,  si  la  restriction  de  la  définition  précédente  est  supprimée.  D'après 
le  Premier  Théorème,  les  points  N  de  P  au  voisinage  desquels  existent  des 
couples  x,  x'  agrégés  à  P  et  entre  lesquels  /  n'a  pas  une  variation  positive,  ces 
points  l\  forment  uu  ensemble  K  non  dense  sur  P  (et  d'ailleurs  fermé).  Sinon 
L'inégalité  0,/  o  sérail  vérifiée  en  un  résiduel  de  P.  Le  lecteur  verra  sans  peine 
que,  dans  tout  contigu  u  à  K.  contenant  des  points  de  P.  ceux-ci  se  répartissent 
en  un  nombre  limité  ou  une  infinité  dénombrable  de  portions  de  1',  sur  chacune 
desquelles  /  esl  totalement  croissante,  n'ayant  d'autres  points  d'accumulation, 
si  elles  sont  en  infinité,  que  les  extrémités  de  //,  deux  à  deux  sans  points  com- 
muns, donc  sépi s  les  unes  des  autres  par  des  intervalles  contigusà  P.  f  ayant 

une  variation  non  positive  sur  chacun  de  ces  derniers  contigus.  C'est  là  tout  ce 
que  permet  de  conclure  de  plus  général  l'hypothèse  ôrf>o,  vérifiée  en  tout 
point  de  P.  On  voit  quel  degré  de  liberté  la  discontinuité  de  P  laisse  à  /  qui 
sérail  croissante  sur  le  continu  avec  la  seule  hypothèse  -Y,  >  o. 
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partout  denses  sur  le  continu,  elles  ont  également  leurs  extrémités 
droites  d„  partout  denses.  Si  donc  la  variation  relative  de  f  sur  S„ 
tend  vers  une  limite  /  pour  //  infini,  y  possède  de  chaque  côté  /  pour 
dérivé  médian  aux  points  de  deux  résiduels  respectifs,  donc  simulta- 
nément aux  points  d'un  même  résiduel,  constitué  par  l'ensemble 
commun  aux  deux  précédents. 

En  particulier,  si  les  points  où  le  dérivé  supérieur  droit  est  -+-  ce 
forment  un  ensemble  partout  dense,  il  en  est  de  même  des  points  où 
le  dérivé  supérieur  gauche  est  -t-  go,  et  il  y  a  une  infinité  dense  (et 
même  résiduelle,  comme  toujours)  de  points  où  les  dérivés  supé- 
rieurs sont  de  chaque  côté  4-co.  Cette  conclusion  est  à  rapprocher 
d'une  propriété  connue  des  quatre  dérivés  extrêmes  d'une  fonction 
continue,  savoir  que  le  maximum  et  le  minimum  de  ces  quatre 
nombres  dans  un  même  intervalle  coïncident.  On  le  prouve  en  remar- 
quant que  la  variation  relative  d'une  fonction  continue  non  linéairey 
entre  deux  points  quelconques  a  et  b  est  certainement  surpassée  par 
chacun  des  dérivés  inférieurs  et  surpasse  chacun  des  dérivés  supé- 
rieurs en  certains  points  intérieurs  à  ab.  Soient  en  effet  (LI,  p.  70) 
M  un  point  figuratif  de  f  d'abscisse  comprise  entre  a  et  b,  mais 
étranger  au  segment  AB  joignant  les  affîxes  correspondants  à  aelb\ 
D  une  droite  intermédiaire  à  M  et  à  AB  et  parallèle  à  ce  dernier 
segment;  P,  P',  Q',  Q  les  points  communs  à  la  courbe  x,  f(x)  et  à  D 
rencontrés  sur  la  courbe  en  allant  de  A  à  B,  et  caractérisés  respecti- 
vement ainsi  :  le  premier  en  venant  de  A,  le  dernier  avant  M,  le 
premier  après  M,  le  dernier  avant  B.  En  supposant  M  au-dessus  de  AB, 

et  désignant  par  v  le  quotient- — '-j — : >  en  P  les  dérivés  gauches, 

en  P'  les  dérivés  droits  sont  au  moins  égaux  à  p;  en  Q'  les  dérivés 
gauches,  en  Q  les  dérivés  droits  sont  au  plus  égaux  à  r.  Et  même  les 
pentes  de  AM  et  de  BM  comprenant  entre  elles  p  (p.  2i3),  certai- 
nement pour  chaque  côté  sur  l'arc  AB,  en  des  points  divers,  les 
dérivés  o,h  o„  surpassent  r,  A,/,  A.,  sont  inférieurs  à  c,  l'égalité  étant 
exclue.  I  ,a  démonstration  serait  analogue  si  M  était  au-dessous  de  AB. 
De  là  résulte  bien  que  si  le  dérivé  supérieur  droit,  par  exemple, 
est  -t-  x  en  un  ensemble  partout  dense,  le  maximum  des  trois  autres 
dérivés  extrêmes  est  -+-  ce  en  tout  point.  Mais  il  faul  faire  appel  au 
théorème  fondamental  pour  en  conclure  que   le   dérivé  supérieur 
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gauche  est  -+-  x  en  un  ensemble  dense  et  de  plus  résiduel,  donc  qu'il 
y  a  en  un  ensemble  dense  et  même  résiduel  les  deux  dérivés  +  oo  de 
chaque  côté.  Enfin,  de  ce  que  les  dérivés  inférieurs  ont  pour  maximum 
en  tout  point  -t-oo,  toujours  dans  la  même  hypothèse  de  la  densité 
de  Erf(~f-oo),  il  serait  illégitime  de  prétendre  s'appuyer  sur  le  théo- 
rème fondamental  pour  en  conclure  que  ces  dérivés  inférieurs  sont 
eux  aussi  -+-00  en  un  ensemble  dense.  De  ce  qu'un  dérivé  inférieur 
droit  a  pour  maximum  en  tout  point  -f-  00,  nous  concluons  seulement 
à  l'existence,  sur  un  résiduel,  du  dérivé  droit  -+-».  Il  est  évident 
que,  partout  où  celui-ci  existera,  il  sera  le  dérivé  supérieur,  mais  rien 
ne  prouve  et,  en  général,  ce  serait  faux,  qu'il  soit  en  même  temps  le 
dérivé  inférieur  en  aucun  point. 

En  tout  cas  remarquons  que  toutes  les  fonctions  9  égales  à  l'un 
quelconque  des  dérivés  médians  pour  un  côté  invariable  ont  en  tout 
point  même  maximum  et  même  minimum;  car  ces  nombres  sont 
compris  entre  les  nombres  analogues  relatifs  aux  dérivés  supérieurs  et 
inférieurs  pour  le  côté  considéré,  lesquels  coïncident  clans  tout  inter- 
valle. Mais  il  serait  inexact,  comme  nous  le  verrons,  de  prendre  pour  f 
en  chaque  point  un  dérivé  médian  ou  extrême  pour  un  côté  indiffé- 
rent. Nous  trouverons,  en  effet,  des  fonctions  non  constantes  admettant 
le  dérivé  médian  zéro  en  tout  point  pour  un  côté  au  moins  (p.  222). 


tmu, 


5(>  bis.  Remarquons  enfin  que,  s'il  s'agissait  non  pas  du  conti 
mais  d'un  ensemble  parfait  P  quelconque,  rien  n'obligerait  (nous  en 
verrons  des  exemples)  les  dérivés  médians  ou  extrêmes  d'un  côté  à 
prendre  une  valeur  donnée,  finie  ou  infinie  sur  un  résiduel  de  P,  sous 
la  seule  condition  que  celte  valeur  soit  un  dérivé  médian  ou  extrême 
pour  l'autre  côté  sur  un  résiduel  de  P.  En  effet,  si,  par  exemple,  le 
premier  côté  est  le  droit  et  /  le  dérivé  médian  droit  constant  sur  un 
résiduel  de  I',  il  y  a  bien  une  infinité  d'intervalles  S„  à  longueurs  infi- 
niment petites  avec  ->  d'extrémités  gauches  partout  denses  sur  P  et  où 
la  variation  relative  de /tend  vers  /.  Mais  rien  n'oblige  les  extrémités 
droites  des  S„  à  être  elles  aussi  sur  P.  Donc  aucune  conclusion  pour 
le  côté  gauche  n'est  possible  a  priori.  Il  y  a  cependant  deux  sortes  de 
cas  où  les  S„  onl  leurs  deux  extrémités  sur  P,  et  où  la  connaissance 
de  conditions  remplies  par  les  dérivés  de/  pour  un  même  côté  déter- 

Jourti.  de   \!<tth    (,    série)]  tome  i,  —  rase,  il,  191a, 
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miné  en  tous  les  poinls  d'un  ensemble  parfait  discontinu,  permet  d'en 
conclure  certaines  particularités  pour  les  dérivés  du  côté  opposé. 
L'un  des  cas,  que  nous  examinerons  le  second,  est  celui  où  l'on  fait 
expressément  cette  hypothèse  concernant  les  S„,  par  exemple  en 
prenant  pour  S„  les  intervalles  contigus  à  P  (application  V  ci-dessous). 
L'autre  est  celui  où,  du  premier  côté,  on  suppose  l'existence  d'une 
dérivée  égale  à  un  nombre  fixe,  fini  ou  infini,  ou  encore  plus  géné- 
ralement l'existence  de  deux  limites  finies,  ou  simplement  d'une  seule 
bornant  les  dérivés  du  premier  côté. 

L'application  du  théorème  du  n°  27  nous  fournit  une  première 
conclusion  importante  pour  l'autre  côté.  Soit,  par  exemple,  parmi 
les  poinls  de  P,  E  l'ensemble  de  ceux  où  /  est  une  dérivée  unilatérale 
droite  (hypothèse  a).  En  tous  les  points  de  E,  sauf  éventuellement  en 
ceux  d'un  ensemble  dénombrable,  /  est  un  dérivé  médian  ou  extrême 
gauche.  De  même,  si  en  chaque  point  de  E  (dont  nous  ne  considérons 
que  les  éléments  agrégés  à  P),  tous  les  nombres  dérivés  droits  sont  {b) 
compris  entre  L  etL'  (L  <[  L')  ou  seulement(c)  inférieurs  à  L'  ou  seu- 
lement (d)  supérieurs  à  L,  dans  chacun  des  cas  respectifs  précédents, 
en  tout  point  de  E,  exception  faite  éventuellement  d'un  ensemble 
dénombrable,  on  aura  (b)  le  dérivé  supérieur  gauche  plus  grand  que  L 
et  le  dérivé  inférieur  gauche  moindre  que  L',  ou  seulement  (c)  la 
seconde  ou  seulement  ( d)  la  première  de  ces  deux  conclusions. 

En  particulier,  si  E  contient  P,  si  donc  en  tout  point  de  P,  l'une  des 
hypothèses  a,  b,  c  et  d  est  vérifiée,  les  conclusions  correspondantes 
seront  vérifiées  non  seulement  en  un  résiduel  de  P,  mais  encore  sur 
un  ensemble  ne  différant  de  P  que  par  une  exception  dénombrable. 
Par  exemple,  si  en  tout  point  de  P,  on  a  une  dérivée  droite  infinie 
positive,  les  points  de  P  où  le  dérivé  supérieur  gauche  n'est  pas  -+-  oo, 
l'ont  un  ensemble  dénombrable.  Nous  formerons  d'ailleurs  des 
ensembles  de  cas  où,  avec  une  dérivée  droite  infinie  en  tout  point 
d'un  ensemble  parfait  (mince)  P,  une  fonction  ne  possédera  pas  de 
dérivée  gauche  sur  cet  ensemble. 

Supposons  maintenant  que  l'une  des  hypothèses  a,  b,  c,  d  soit 
\  érifiée  dans  un  ensemble  E  dense  sur  P,  E  ne  contenant  aucun  point 
de  première  espèce  gauche  de  1',  donc  tout  point  de  E  étant  limite 
de  points  de  I'  situés  à  sa  droite.  Je  dis  que  les  conclusions  énumé- 
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rées  ci-dessus  pour  le  côté  gauche  el  correspondant  à  ces  hypothèses 
respectives  sont  vraies  slir  un  résiduel  de  P.  Plaçons-nous,  par 
exemple,  dans  la  première  hypothèse,  des  raisonnements  tout  pareils 
convenant  aux  autres  cas. 

Supposons  en  effet  cpie  du  coté  droit,  sur  l'ensemble  E,  f  possède 
en  tout  point  une.  dérivée  égale  à  /,  ce  dernier  nombre  étant  fini  ou 
infini,  positif  ou  négatif.  Alors  tout  point  M  de  E  est  extrémité 
gauche  d'un  intervalle  MM'  tel  qu'entre  M  et  tout  point  de  cet  inter- 
valle, la  variation  relative  de  f  diffère  de  /  d'une  quantité  inférieure 
à  un  nombre  £  (expression  à  modifier  comme  il  a  été  souvent  expliqué, 
si  /  est  infini).  Mais,  si  M  est  limite  du  côté  droit  de  points  de  P, 
autrement  dit,  si  M  n'est  pas  extrémité  gauche  d'intervalles  contigus 
à  P,  nous  pouvons  trouver  sur  MM'  des  points  M,  de  P  aussi  voisins 
de  P  qu'on  le  voudra.  M,  est  alors  l'extrémité  droite  d'un  certain 
intervalle  MM,  sur  lequel  la  variation  relative  de  f  diffère  de  /  de 
moins  de  t.  Notre  hypothèse  de  l'existence  de  la  dérivée  droite  /  étant 
admise  en  tout  point  de  E,  le  lecteur  n'aura  aucune  difficulté  à  prouver 
la  possibilité  d'établir  un  ensemble  partout  dense  sur  P  de  points  g„ 
extrémités  droites  d'intervalles  T„  infiniment  petits  pour  //  infini,  où 

la  variation  relative  de  f  diffère  de  /  de  moins  de--  On  peut  donc 

conclure  à  coup  sûr  de  notre  hypothèse  l'existence  en  un  résiduel  de  1' 
du  dérivé  gauche  médian  ou  extrême  /. 

Des  développements  analogues  aux  précédents  justifient  un  énoncé 
tel  ipic  celui-ci  :  E  étant  un  ensemble  agrégé  à  l\  dense  sur  P 
et  ne  contenant  aucun  point  de  première  espèce  de  P,  si,  en 
tout  point  de  E,  le  dérivé  inférieur  pour  V  un  au  moins  des  eûtes 
surpasse  L,  alors  en  tout  point  d'un  résiduel  de  l\  les  dérivés  supé- 
rieurs t/es  deu.r  eûtes  valent  au  moins  L. 

De  même,  si,  en  tout  point  d'un  ensemble  Y!  partout  dense  sur  P 
et  forme  de  points  île  seconde  espèce,  l'un  au  moins  des  deu.r  dérivés 
supérieurs  est  moindre  que  L',  en  tout  point  d'un  résiduel  de  Y,  les 
deux  dérivés  inférieurs  sont  au  plus  égaux  à  L'.  Ces  deux  énoncés 
ne  constituent  un  progrès  réel  que  si  E  et  1/  sont  dénombrables,  auquel 
cas  le  théorème  du  u"  27  ne  fournil  aucun  secours. 

Faisons  maintenant  l'hypothèse  expresse  que  les  S,  oui  leurs  deux 
extrémités  sur  P.  (  l'esi  le  cas  du   théorème  suivant,  extrêmement 


1 64  ARNAUD     DENJOY. 

imporlant  et  qui  nous  permet  de  conclure,  en  partant  de  l'existence 
de  nombres  dérivés  partout  finis  sur  P,  à  des  propriétés  remarquables 
pour  les  variations  de  f  dans  les  contigus  à  P.  Cette  proposition  est 
encore  une  conséquence  immédiate  du  Premier  Théorème. 

37.  Application  V.  —  Si  les  variations  relatives  de  la  fonction 
continue  /sur-  les  intervalles  contigus  à  P  admettent,  en  tout  point 
deV,  lavaleur  limite  l  finie  ou  infinie,  lestun  dérivé  médian  droit  et 
gauche  en  tous  les  points  d'un  résiduel  de  P.  Ou  encore,  si,  au 
voisinage  de  tout  point  deV,  certaines  des  mêmes  variations  rela- 
tives surpassent  (sont  inférieures  à)  un  nombre  fixe  k,  les  dérivés 
supérieurs  (inférieurs)  de  chaque  côté  en  tous  les  points  d'un  rési- 
duel sont  au  moins  (au  plus)  égaux  à  k. 

58.  (Très  important.)  Si  les  dérivés  extrêmes  de  f  sur  P  sont 
finis  en  chaque  point,  les  points  de  1'  au  voisinage  desquels  les 
variations  relatives  de  f  sur  les  contigus  éi  I'  ne  sont  pas  bornées 
forment  un  ensemble  non  dense  sur  P.  En  effet,  dans  le  cas  où 
l'ensemble  de  ces  points  serait  dense,  f  posséderait  de  chaque  côté 
des  dérivés  infinis  sur  un  résiduel  de  P.  On  voit  même  qu'il  est 
possible  de  maintenir  la  conclusion  de  ce  dernier  énoncé  en  restrei- 
gnant l'hypothèse  à  l'existence  en  tout  point,  au  moins  pour  un  cê>té, 
d'un  couple  fini  de  dérivés  extrêmes,  coté  pouvant  d'ailleurs  changer 
d'un  point  à  un  autre. 

Ce  théorème  nous  permettra,  comme  il  est  facile  de  le  pressentir, 
d'entreprendre  l'étude  de  la  variation  de  f  entre  deux  points  quel- 
conques d'un  ensemble  parfait  P,  connaissant  les  variations  de  f 
dans  tous  les  intervalles  contigus  à  P  et,  sur  P,  la  valeur  de  dérivés 
extrêmes  supposés  finis.  Nous  donnerons  encore  deux  autres  énoncés 
trouvant  leur  application  dans  les  cas  où  l'on  sait  l'inexistence  sur  un 
ensemble  parfait  de  dérivés  infinis  d'un  signe  donné  pour  un  certain 
côté  (  \  I  )  ou  simplement  l'inexistence  de  dérivés  infinis  pour  l'un  au 
moins  des  côtés  (  VII  ). 

."!).  Appelons  variation  relative  supérieure  de  f  dans  ab 
au  delà  de  a  le  maximum  de  la  variation  relative  de  f  entre  a  el  x, 
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VR(/',  a,  x)  =  ' —      — —  -  pour  les  valeurs  de  x  comprises  cuire  a 

et  b.  Nous  désignerons  ce  nombre  par  VRS  (_/',  a,  ab),  en  supprimant 
même  la  lettre  f  s'il  n'y  a  pas  de  confusion  possible  et  ab  pouvant 
être  remplacé  par  toute  autre  désignation  du  segment  ab.  Le  mini- 
mum du  même  quotient  sera  appelé  la  variation  relative  inférieure 
de  f  clans  ab  au  delà  de  a  et  désignée  par  VR,  (/",  a,  ab).  Entre  ces 
deux  nombres  sont  les  variations  relatives  médianes,  valeurs  du 
quotient  VR  (/',  a,  x)  en  un  point  quelconque  x  du  segment  ab.  On 
définit  de  même  les  variations  relatives  supérieure  et  inférieure 
de  f  dans  ab  en  deçà  de  b  comme  étant  respectivement  le  maximum 
et  le  minimum  de  VR(/",  x,  b)  dans  ab.  Nous  les  désignerons  par 
VRj(y,  ab,  b)  et  VR,  (f,  ab,  b).  La  variation  relative  de  f  dans  ab 
est  une  variation  relative  médiane  ou  extrême  de  f  dans  ab  à  la  fois 
au  delà  de  a  ou  en  deçà  de  b.  On  démontre  sans  peine  l'énoncé 
suivant,  où  uu,  savoir  anbn,  désigne  l'un  des  éléments  dénombrés  de 
l'ensemble  des  contigus  à  P. 

Application  VI.  —  Si  le  dérivé  supérieur  droit  de  f  n'est  +00 
en  aucun  point  de  V  ensemble  parfait  P,  les  pointsde  P  auvoisinage 
desquels  Y\ls(f,  a„,  «„)  n'est  pas  borné  supérieurement  forment 
un  ensemble  non  dense. 

Et  encore,  écrivons  les  quatre  lignes  suivantes  : 

D  =  A(/  <  +  ce,  VR„  =  Vli<(/,  a„.  u„  )  ; 

D  =  Sd  >  -  ce,  VR„  =  VI',, (/,  "u,  un )  ■ 

D  =  A„  <  +  00,  VR„  =  VRS(/,  u,„  bn); 

D  =  dg  >-v-,  VH„  =  VR,(/,  «„,  /,„)• 

D,  inférieur  à  +  x,  signifie  :  I)  fini  ou  infini  négatif;  D,  supérieur 
à  —  go,  signifie  :  I  >  lini  ou  infini  positif.  Alors,  si  D  et  VR„  ont  simul- 
tanément les  acceptions  indiquées  sur  l'une  quelconque  des  quatre 
lignes,  quand  l'inégalité  com  emanl  I)  est  vraie  en  tout  point  de  I', 
on  conclut  à  la  ikhi  densité  sur  P  de  l'ensemble  des  points  de  Pau 
voisinage  desquels  les  \  l!„  ne  sont  pas  bornés  dans  le  sens  indiqué 
parleurs  indices  s  ou  /.  Prenons  par  exemple  la  troisième  ligne.  On 
a  le  résultat  suivant  :  Si  !>■  dérivé  supérieur  gauche  est,  en  toulpoint 
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(/'///<    ensemble    parfait    P,  fini   ou    infini    négatif,    dans    toute 

portion  ra  deV,  il  est  possible  de  définir  une  autre  portion  u,  telle 

que,  pour  tout  intervalle  u„  ou  a„  hn  contigu  à  n',  la  variation  relative 

supérieure  de  f  sur  un  en  deçà  de  bn  est  inférieure  à  un  même 

nombre  fixe  A.  Quel  que  soit  un  contigu  à  m'  et  y„  intérieur  à  //„,  on 

aura  donc 

f(bn)-f(yn)<A(bn—yn). 

40.   Appelons  oscillation  relative  de/ sur  ah  la  plus  grande  valeur 

de         l     ■'(a>)  a  et  j3  étant  sur  ab.  a  et  p  sont  respectivement  des 

points  de  ab  où/ atteint  son  minimum  et  son  maximum.  Ce  nombre 
OR(/,  ab)  est  positif  si  /n'est  pas  constant  entre  a  et  b.  OR  est  au 
moins  égal  à  la  valeur  absolue  de  la  variation  relative  de/  entre  a 
et  b.  D'autre  part,  on  a 

0(/,  a*)=/(P)  -/(«)=  [/((3)  -/(«)]  +  [/(a)  -/(«)], 

les  deuxdifférencesdu  dernier  terme  étant  d'ailleurs  positives  ou  nulles 
d'après  les  inégalités  /(a)</(a)</((3).  La  plus  grande  de  ces 
différences  surpasse  la  moitié  de  0(/,  ab).  Il  y  a  donc  un  nombre  y, 
savoir  soit  a,  soit  [3,  tel  que  2|/(y)  — /(«)  |  >  0(/,  ab)  et  par  suite 

J/(y)-/(ff)l>QR(/  ,ab). 

y -a 

Donc  l'une  au  moins  des  variations  relatives  extrêmes  (supérieure  ou 
inférieure)  de  f  dans  ab  au  delà  de  a  surpasse  en  valeur  absolue  la 
moitié  de  OR  (  f,  ab).  11  en  est  de  même  de  l'une  au  moins  des  varia- 
tions relatives  extrêmes  de /dans  ab  en  deçà  de  b.  De  là,  ce  théorème 
<pie  nous  utiliserons  par  la  suite. 

Application  VII.  Si  pour  un    côté   au  moins   (constant    ou 

ru riable)  les  dérivés  extrêmes  de  f  en  tout  point  de  P  sont  finis, 
l'ensemble  K  est  non  dense  sur  \\  des  points  de  P  au  voisinage 
desquels  l'oscillation  relative  de  f  sur  u„  est  non  bornée  ('). 


(l)  Et  par  suite  l'ensemble  des  points  de  P  au  voisinage  desquels  la  série  des 
oscillations  de  /  sur  les  un  diverge  est  non  dense  sur  1'.  puisque  ce  dernier 
ensemble  est  évidemment  inclus  dans  K  (voir  Comptes  rendus,  ■>■?.  avril  1912). 
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41.   Nous  avons  vu  que,   eu  égard  au  mode  de  groupement  des 
dérivés   extrêmes    finis    ou    infinis,   distincts   ou   confondus,   en   un 
point  x  et  pour  un  même  côté,  7   cas  sont  possibles.  En  associant 
les  diverses  circonstances  susceptibles  de  se  produire  simultanément 
pour  l'un  et  l'autre  côté,  on  trouve  49  cas,  dont  chacun  est  réalisable 
en  des  points  isolés,  comme  un  instant  de  réflexion  suffit  à  le  faire 
comprendre.   Il    est   également   probable   que    ces   49   cas    peuvent 
se  présenter  chacun   sur   tout  un    ensemble   clairsemé    (non  dense 
sur    tout    ensemble    parfait).    Les  résultats  antérieurement   acquis 
dans  l'étude  des  dérivés,  nous  inclinent  à  considérer  uniquement  parmi 
les  ensembles  denses  sur  un  ensemble  parfait,  ceux  qui  contiennent 
eux-mêmes  un  ensemble  parfait.  Il  est  donc  intéressant  de  rechercher 
si  chacun  des  49  cas  est  réalisable  simultanément  en  tous  les  points 
d'un  ensemble  parfait  P.  Certains  s'éliminent  immédiatement;  si,  par 
exemple,  nous  avons  en  tout  point  de  P  une  dérivée  droite  +  ce,  nous 
aurons  également  en  tout  point  de  P,  sauf  éventuellement  en  une 
exception  dénombrable,  le  dérivé  supérieur  gauche  -f-  ce  (27  et  ofi  bis). 
Le  premier  cas  droit  ne  peut  donc  s'associer  à  aucun  des  cas  gauches 
4"  à  7",  du  moins  simultanément  en  tout  point  de  P.  Il  y  aurait  lieu, 
quand  l'un  des  4g  cas  comprend  des  deux  côtés  au  moins  un  dérivé 
extrême   fini,  de   subdiviser  ce   cas  selon   les  relations  d'égalité   ou 
d'inégalité  présentées  entre  eux  par  ces  deux  dérivés  ('  ).  Je  laisse  au 
lecteur  le  soin  d'effectuer  par  le  détail  cette  étude.  Donnons  seulement 
deux  exemples,  l'un  d'une  dérivée  infinie  en  tout  f  oint  d'un  ensemble 
parfait  discontinu  sans  épaisseur  (cas  i°  gauche  et  droit),  l'autre 
d'un  dérivé  supérieur   droit  infini  positif  associé    aux    trois  autres 
dérivés  extrêmes  simultanément  nuls  (cas  20  droit  et  5°  gauche). 

Y2.   Exemple  f.  —  Soit  un  ensemble  par/ait  mince  E;  «/,,  u2,  ..., 

//, ,  ses  intervalles  contigus  énumérés  par  ordre  de  longueurs 

non  croissantes,  la  même  lettre  désignant  l'intervalle  et  sa  longueur. 
Construisons  une  fonction  croissante  y  =_/'(./•)  définie  sur  le  seg- 
ment o  —  1,   égale  à  x  en   ses  deux  extrémités,   avec  une  dérivée 


(')  On  trourerait  io3  modes  distincts  pour  grouper  les  quatre  dérivés 
extrêmes  en  un  même  point  et  non  pas  8j  seulement,  comme  je  l'ai  énonce  aux 
Comptes  rendus  (3l  mai  igi5).  Le  théorème  du  n"  27  élimine  ;'i  lui  seul 
trente-une  (le  ces  associations  sur  le-,  ensembles  non  clénomhraliles. 
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infinie  en  ces  points,  pour  le  côté  intérieur  au  segment,  par  exemple 


■>. 


y  =  —  arc  siniAr,       (o  î  y  =  \ ,       olœîi). 

77 

Donnons-nous  un  nombre  //„  jamais  décroissant,  infiniment  grand 
avec  n  et  tel  que  la  série  u„Iin  soit  convergente  ('). 
Soient  an  et  h„  les  extrémités  de  u„.  Posons 


/.r  —  a„\         2   .                   .         Ix  —  a„ 
yn  —  hn  u„  y    ■ =  -  /*„  u„  arc  sin  1  / , 

\         '<„         /  71  y  «n 

pour  an1îx'Sb„.  y„  s'annule  à  l'origine  <z„  de  «„  et  prend  la  valeur  hnun 
à  son  extrémité  A„.  Cela  posé,  utilisant  une  notation  déjà  expliquée 
(10),  définissons  ainsi  une  fonction  continue  f(x)  sur  le  segment  ab 
limité  par  les  points  extrêmes  de  E  : 

f  —  {a1a;)hnun  -+-  b>ym(x)t 

co  étant  nul  si  x  est  sur  E  et  égal  à  un  si  x  étranger  à  E  est  intérieur 
à  um,  donc  si  a„,  <  x  <  b,„. 

Je  dis  que  /'a  une  dérivée  finie  en  tout  point  extérieur  à  E  et  infinie 
sur  E  (infinie  positive,  puisque  /"est  croissant). 

Si  x  est  intérieur  à   un  intervalle   um,  pour  examiner  la  limite 

de-- — — -. —  quand  a;'  tend  vers  x,  il  suffit  de  considérer  les  valeurs 

x  —  x         1 

de  x'  intérieures  à  «„,.  I^a  fonction  /ne  diffère  dans  um  deym  que  par 
une  quantité  constante.  y,„  a,  en  chaque  point  intérieur  à  «„,,  une 
dérivée  finie  et  continue.  Il  en  est  donc  de  même  de/'.  De  plus,jv„,  a 
une  dérivée  infinie  à  droite  en  am  et  à  gauche  en  bm.  Il  en  est  encore 
ainsi  de/. 

Il  nous  suffit  de  montrer  qu'en  tout  point  de  E  limite  de  E  du  côté 
droit,  /  admet  -f-  x>  pour  dérivée  droite  et  pareillement  qu'en  tout 
point  de  E  limite  à  gauche,  /  possède   -+-  co  pour  dérivée  gauche. 

(')  On  peul  prendre  hn  =  ;  a  étant  positif  et  r„  désignant  le  reste  de  la 

'  " 
série  u„  arrêtée  à  ce  dernier   terme  :   rn  —  «„+1-t-  w„+2,  ....  Voir  de  la  \  allée— 

Poussin,  Cours  d'Analyse  infinitésimale,  3°  éd.,  p.  4°7-  et  aussi  dans  le  Bul- 
letin île  la  Société  mathématique,  t.  XL,  p.  3.>.3,  une  Note  que  je  n'aurais  pas 
rédigée  si  j'avais  pris  connaissance  des  exercices  proposés  par  M.  de  la  Vallée- 
Poussin. 
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Établissons  la  première  assertion.  Soient  ;  un  point  de  E  distinct 
desam  et  x  un  nombre  supérieur  à  !j.  Il  y  a  des  points  de  E  entre  \ 
et  x.  Donnons-nous  un  nombre  A  positif  si  grand  que  nous  voudrons, 
mais  fixe.  h„  croissant  indéfiniment  avec  n,  soit  N  le  rang  à  partir 
duquel  /.„  surpasse  A.  Aucun  intervalle  u„  n'ayant  son  extrémité 
gaucbe  en  Sj,  parmi  les  points  at,  a.,,  .  .  .  ,  aN,  situés  à  droite  de  ç, 
soit  o  la  distance  à  £  de  celui  d'entre  eux  qui  en  est  le  plus  voisin. 
o  est  positif.  Le  segment  \  à  \  -+-  S  ayant  ses  extrémités  agrégées  à  E, 
tous  les  intervalles  un  qui  ont  au  moins  un  point  appartenant  à  ce 
segment  sont  entièrement  intérieurs  à  lui  et,  se  trouvant  placés  à 
droite  de  \  et  distants  de  \  de  moins  de  o,  ils  ont  tous  un  indice  au 
moins  égal  à  N.  Soit  x  un  point  quelconque  de  ce  segment  \,  \  -+-  o. 
Si  x  est  sur  E,  onaf(x)  —  /(£)  =  (i;Ea;)  hnun.  Mais  n  surpassant  N, 
hn  surpasse  A.  Donc,  f  (x)  —  /(?)>  A  (Il x)  u„  —  A  (x  —  <;), 
l'égalité  des  derniers  nombres  provenant  de  ce  que,  E  étant  mince,  la 
distance  de  deux  quelconques  de  ses  points  est  égale  à  la  somme  de 
ses  contigus  compris  entre  ces  deux  points.  Supposons  maintenant  x 
hors  de  E,  toujours  entre  \  et  \  -+-  ù  et  intérieur  à  un  certain  con- 
tigu  um.  On  a  toujours  m  >>  N.  Écrivons 

/(■»')  —  fil)  =  (?-«..,)  K  un  +  ym(ai  )  >  A(am  —  £)  +  //»(«)• 


Le  quotient  par  x  de  la  fonction  y  =  -  arc  sin  \jx  tend  vers  +  co 
quand  x  tend  positivement  vers  zéro.  Il  est  d'ailleurs  positif  et  con- 
tinu sur  le  segment  o —  î  diminué  du  point  o.  Donc  il  possède  un 
certain  minimum  positif  /.   D'après  —  ">  /  on  a  4^ — *—?  ~>  /.  Donc, 

1  r  ci'  I X  —  <7„\ 


U„ 

J'm{.x)>  lhm{x  —  am), 
et,  d'après  m  >  N, 

/(*)  -fil)  >  A  (a„  -  Ç)  +  /A(*  -  «,„). 

Soit  u.  le  plus  petit  des  deux  nombres  i  et  /.  On  a 

/(*)-/($)>  pAOB-Ç), 

quel  que  soit  a;  entre  ï;  et  £ -i- û,  aussi  bien  sur  E  que  hors  de  E. 
6  étant  positif,  indépendant  de  x,  et  calculable  pour  chaque  valeur 
de  A,   a  enfin  étant  une  constante  numérique,  f  possède  en  £  la 

/mu  n    (Je  Math.  (7*  série),  luinc  l.  —  Kusc.  II,  1  gi5.  22 
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dérivée  droite  +  ce.  On  montre  tout  pareillement  qu'en  tout  point 
de  E,  f  a  une  dérivée  gauche  infinie  positive.  Donc,  en  tout  point 
de  E,  fa  la  dérivée  bilatérale  H- ce. 

47).  Cet  exemple  donne  lieu  à  l'importante  remarque  suivante. 
Ajoutons  à  f  une  fonction  /(.;)  constante  dans  chacun  des  //„  et 
cependant  croissante  entre  deux  points  quelconques  de  E  non  simul- 
tanément extrémités  d'un  même  intervalle  contigu.  Si 

la  dérivée  de  /",(#)  est  la  même  que  celle  de  f  k  l'intérieur  de  tout 
intervalle  contigu  à  E.  Dans  tout  autre  cas,  t(x)  n'étant  pas  décrois- 
sant et  la  dérivée  de  f  étant  -+-  »,  /',  possède  aussi  la  dérivée  +  00. 
Observons  donc  dès  maintenant  qu'une  fonction  continue  n'est  pas 
déterminée  par  la  condition  de  posséder  en  tout  point  une  dérivée 
donnée  o  si  cette  dérivée  n'est  point  partout  finie  et  plus  précisément 
si  elle  est  infinie  d'un  signe  unique  sur  un  ensemble  parfait,  ce  qui 
aura  toujours  lieu  dès  que  l'ensemble  |<p|  =  00  sera  non  dénombrable, 
auquel  cas  l'un  des  ensembles  o  =  -+-  ce  et  o  =  —  ce  est  lui-même 
non  dénombrable.  (  Voir  LI,  p.  73,  où  la  réponse  à  la  question  précé- 
dente est  considérée  comme  dubitative.) 

Ai.  Rien  ne  serait  plus  simple  que  de  modifier  l'ensemble  précé- 
dent de  façon  à  obtenir  avec  une  dérivée  droite  infinie  positive  des 
dérivés  inférieurs  gauches  finis,  ou  infinis  négatifs.  Remarquons 
d'abord  que  l'existence  de  la  dérivée  droite  -4-  ce  en  tout  point  d'un 
ensemble  parfait  P  détermine  nécessairement  sur  P,  en  dehors  d'une 
exception  dénombrable  possible,  le  dérivé  supérieur  gauche  +  ce. 
Mais  les  raisonnements  faits  pour  établir  l'existence  de  la  dérivée 
droite  valent  encore  si  l'on  remplace  y„  par  toute  autre  fonc- 
tion h„u„\  (  -        -  )  >  pourvu  que  ^  (  x)  défini  de  0  à  1  et  supposé  égal 

à  x  aux  extrémités  de  l'intervalle  :  i°  ait  la  dérivée  droite  -4-  °°  à 
l'origine;  20  surpasse  une  fonction  y  =  Ix  dans  le  même  intervalle. 
/  étant  une  constante  positive.  Prenons  pour  \  une  fonction  telle 
que  y  -  ''  —  ■*'%  ordonnée  d'un  quadrant  circulaire,  ayant  sa  tangente 
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horizontale  pour  x  =  i,  ou  bien  telle  que  x  -+-  y/a?( i  —  x),  ordon- 
née d'une  ellipse  ayant  ses  tangentes  verticales  pour  x  =  o  et  x  =  i . 
En  posant  toujours  y  (a;)  —  (a'Lx)hnun-t-  o)Ym(V),  co  étant  nul  si  a;  est 
sur  P  et  égal  à  i,  pour  am<^x<^b„n  on  a,  avec  la  dérivée  droite  -+-  co 
en  tous  les  points  de  P,  dans  le  premier  cas,  une  fonction  croissante, 
donc  à  dérivés  jamais  négatifs  admettant  la  dérivée  gauche  zéro  en 
toute  extrémité  droite  d'intervalle  contigu  à  P;  dans  le  second  cas, 
une  fonction  admettant  la  dérivée  gauche  —  co  aux  mêmes  points. 
Dans  le  premier  cas,  sur  un  résiduel  de  E  et  par  suite  sur  tous  les 
ensembles  parfaits  inclus  dans  ce  résiduel,  nous  aurons  en  tout  point 
la  dérivée  droite  -+-  co,  le  dérivé  supérieur  gauche  -+-  co,  le  dérivé  infé- 
rieur gauche  o.  Dans  le  second  cas,  il  sera  pareillement  possible 
d'extraire  de  E  un  ensemble  parfait  en  tout  point  duquel  /possé- 
dera la  dérivée  droite  -\- ce  et  à  gauche  les  dérivés  extrêmes  +  co 
et  —  co.  Nous  verrons  un  peu  plus  loin  que  l'existence  d'une  dérivée 
droite  +»  ne  peut  se  produire  en  tout  point  que  sur  us  ensemble 
mince.  Il  est  à  peine  utile  d'ajouter  qu'en  changeant/(a:)  en  — /(x), 
x  en  —  x,  on  obtiendrait,  selon  les  cas,  des  exemples  de  dérivées  — x, 
de  dérivées  seulement  droites  —  co,  de  dérivées  seulement  gauches  +  ce, 
ou  —  co,  en  tous  les  points  d'un  même  ensemble  parfait. 

45.  Exemple  IL  —  Nous  allons  donner  un  exemple  de  fonction 
possédant  sur  un  ensemble  parfait  le  dérivé  supérieur  droit  +  co, 
les  trois  autres  dérivés  extrêmes  étant  nuls.  Nous  montrerons  un 
peu  plus  loin  que  l'ensemble  parfait  où  ces  circonstances  se  réalisent 
doit  nécessairement  être  dépourvu  d'épaisseur. 

Soient  P  un  premier  ensemble  parfait  quelconque,  «,,  ...,  u„,  ..., 
ses  intervalles  contigus,  a  et  h  ses  points  extrêmes.  Construisons 
une  fonction  continue  /"  possédant  :  i"  une  dérivée  linic  et  continue 
en  tout  point  extérieur  à  P;  20  une  dérivée  gauche  nulle  en  tout 
point  de  I';  i"  un  dérivé  inférieur  droit  nul  en  toul  poinl  de  I';  V  "" 
dérivé  supérieur  droit  infini  (positif)  en  tout  point  de  première 
espèce  gamin'  <b'  I'. 

Nous  prendrons  y=o  sur  P.  Pour  définir  /'  sur  //„,  considérons 
en  premier  Lieu  une  fonction  Y(a;)  satisfaisant  aux  conditions  sui- 
vîmes :   1"  V')''si  définie  sur  le  segment  o  — 1,  positive  à  l'inté- 
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rieur,  nulle  aux  extrémités,  continue  partout;  i°  Y  (a;)  admet  une 
dérivée  continue  en  tout  point  intérieur  au  même  segment,  nulle 
et  continue  en  i,  infinie  à  l'origine,  la  dérivée  en  ces  deux  derniers 
points  étant  nécessairement  relative  au  seul  côté  intérieur  au  seg- 
ment o  —  i .  Par  exemple,  on  peut  choisir  Y  =  (i  —  x)2  \fx.  Considé- 
rons la  fonction  suivante  définie  entre  o  et  i,  y(x)  =  sin2-  Y(a?). 
Elle  n'est  jamais  négative.  Elle  est  nulle  une  infinité  de  fois  en  des 
points  x  =  -)  — >  •••>  tendant  vers  l'origine  par  valeurs  décroissantes. 

1  7T      2Tt  o  l 

Elle  touche  Y  en  une  infinité  de  points  x  = —  (A"  entier  >  o) 


et  ne  l'excède  jamais.  Donc,  en  tout  point  intérieur  à  l'intervalle  o  —  i, 
Y  a  une  dérivée  finie;  au  point  i,  ou  Y  et  "V'  s'annulent  et  sont  con- 
tinues, y  ely'  s'annulent  et  sont  continues.  A  l'origine,  y  a  son  dérivé 
inférieur  droit  nul  à  cause  de  yço  pour  toute  valeur  de  x  et  y  =  o 

pour  x  =  -r—  ■  A  l'origine,  le  dérivé  droit  supérieur  de  y  est  -+-  œ,  à 
cause  de  y  =  Y  pour  x  =  - — y-1 — —   et  de    'existence  d'une  dérivée 
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infinie  positive  pour  Y  à  l'origine.  Enfin,  le  maximum  de  y  dans  l'in- 
tervalle o  —  i  est  un  nomhre  positif  /  au  plus  égal  au  maximum  de  Y. 

Prenons yn{x)  —  u\y{x     a-y  x  variant  de  an à  bn,         a"  varie  de  o 

à  i .  un  est  donc  le  champ  de  définition  de  yn.  y„  s'annule  en  a„  et  b,„ 
est  continue  intérieurement  à  u„  et  bornée  par  les  nombres  o  et  hrn 
dont  le  second  est  infiniment  petit  avec  un.  Donc,  si  nous  prenons/ 
égal  ày„sur  chaque  un  et  à  o  sur  P,  /est  continu. 

y„  a  une  dérivée  finie  en  tout  point  intérieur  à  i/„.  Donc,  /  en 
dehors  de  P  a  une  dérivée  finie  (et  même  continue)  en  tout  point. 
En  /'„,  y„  a  une  dérivée  gauche  nulle.  Il  en  est  donc  de  même  de  f. 
Pareillement/en  tout  pointe/,,  a  mêmes  nombres  dérivés  droits  que/,,, 
donc  -+-  /.  el  o.  Je  dis  que  /'possède  en  tout  point  de  P  le  dérivé  infé- 
rieur droil  zéro.  Ceci  a  été  prouvé  pour  les  points  a„.  Soit  ç  un  point 
de  P  disliml  des  i7„,  donc  limite  de  points  de  P  situés  à  sa  droite. 
On  a  /(Sj)  =  o.  x  tendant  vers  ;,  quand  x  est  sur  P,  /(x)  est  nul; 
quand  x  esl  étranger  à  I',  f(x)  n'est  en  tout  cas  jamais  négatif. 
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Donc  f{-v)—f{^  admet  la  limite  zéro,  mais  ne  possède  aucune  limite 

négative.  Donc,  en  Jj,  le  dérivé  inférieur  droit  est  nul.  Cette  propriété 
appartient  donc  à  tous  les  points  de  P  distincts  des  a„  ou  confondus 
avec  eux.  On  montre  par  le  même  raisonnement  que,  dans  le  cas  où 
l  est  sur  P  et  distinct  des  bn,  donc  limite  de  points  de  P  situés  à  sa 

gauche,  la  plus  grande  limite  du  quotient  ■  l_x  '  x  tendant  vers  S 
en  croissant,  est  zéro.  Pour  montrer  qu'en  \  comme  en  b„,  il  y  a  une 
dérivée  gauche  égale  à  zéro,  il  reste  donc  seulement  à  montrer  que 
le  dérivé  inférieur  gauche  est  nul  en  tout  point  de  P. 

Donnons-nous  e,  nombre  positif  quelconque,  et  montrons  la  possi- 
bilité de  calculer  un  nombre  positif  h  pour  la  valeur  de  \  considérée 
de  façon  que,  si  \  —  /*<*•<£,  on  ait  f{\)  —  f{x) >  —  (Ç —  x)z, 

ou  /(.r)<(^  —  x)i.  Puisque  -y_  tend  vers  zéro  pour  x  =  i  et  est 
continu   quand   x   varie   entre  o   et  i,   cette   fonction   a   un   certain 

maximum  u.   Donc  £^  -  =  un  — —  -a   dans  l'intervalle   anbn 

1  b„  —  .r  _  .'■  —  o„ 

"„ 
pour  maximum  u//„.  Soit  donc  N  un  entier  à  partir  duquel,  pour 
toutes  les  valeurs  de  n,  (J-«„<  e,  ce  qui  est  possible,  un  tendant  vers 
zéro.  Alors,  quel  que  soit  x  appartenant  à  un  intervalle  um  d'indice 
supérieur  à  N,  on  a  /(#)<C  (bm  —  x)t.  D'autre  part,  pour  les  inter- 
valles en  nombre  fini  «,,  «,,  . . .,  «N  sur  chacun  desquels/ ou  la  fonc- 
tion yn  de  même  rang  a  une  dérivée  gauche  nulle  en  (>„,  il  existe  un 
nombre  h  tel  que,  pour  tout  point  x  intérieur  à  l'un  de  ces  inter- 
valles, soit  unn  et  distant  de  son  extrémité  droite  de  moins  de  //,  on 
ait  f(x')  <  (bm  —  x)i.  Alors,  quel  (pic  soit  a;  appartenant  à  un  inter- 
valle quelconque  um  d'indice  supérieur,  inférieur  ou  égal  à  N,  mais 
en  tous  ras  distant  de  bm  de  moins  de  //,  on  aura  /"(./)  •<(/',„  —  x)z. 
Soient  maintenant  %  un  point  de  P  et  r  un  nombre  quelconque  compris 
entre  \  —  h  et  ç.  Si  x  est  sur  I',  on  a  /'(  x  )  —  /(£)  =  o.  Si  ./•  n'esl  pas 
suri',  mais  esl  intérieur' à  un  intervalle  //,„,  on  a  /',„      x<^q  —  x<^h, 

donc /(./;)  <(/>,„  -  ./)c,  donc  <(*-.<  u  ,  el  enfino     h         "    ]  >  -  i. 

En  tout  point  \  de  P,  il  y  a  donc  une  dérivée  gauche  nulle.   Et 
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d'autre  part  nous  montrons  même,  fait  sans  intérêt  général  d'ailleurs, 

que  sur  l'ensemble  P  des  points  £,  la  convergence  vers  zéro  de  •    '  v_-r 

est  uniforme,  le  paramètre  de  la  convergence  étant  x  —  !;,  infiniment 
petit  négatif. 

En  résumé,  nous  avons  construit  une  fonction  f  possédant,  en  tout 
point  une  dérivée  gauche  nulle,  en  tout  point  un  dérivé  droit  infé- 
rieur nul,  et  cependant,  en  un  ensemble  de  points  an  dense  sur  un 
ensemble  parfait  P,  un  dérivé  supérieur  droit  infini.  Mais,  l'ensemble 
des  an  étant  dense  sur  P,  les  points  où  le  dérivé  supérieur  droit 
est  -+-  oo  forment  un  résiduel  de  P.  Ce  dernier  contient  donc  lui-même 
un  ensemble  parfait  en  chaque  point  duquel,  comme  il  a  été  annoncé, 
le  dérivé  supérieur  droit  est  -+-  x,  les  trois  autres  étant  nuls. 

4i>  bis.  On  transformerait  sans  aucune  difficulté  cet  exemple  de 
façon  à  joindre  en  tout  point  à  un  dérivé  supérieur  droit  4- oo  trois 
autres  dérivés  extrêmes  finis  distincts  ou  confondus,  leurs  inégalités 
devant  toujours  être  compatibles  avec  les  conclusions  des  nos  27  et 
56  bis. 

Second  Théorème  des  nombres  dérivés  (Théorème  métrique). 

46.  Nous  arrêterons  là  ce  début  de  réalisation  ou  d'élimination 
des  49  cas  définis  plus  haut.  Nous  allons  porter  notre  attention  sur  le 
point  de  savoir  si  ces  divers  cas  peuvent  se  présenter  sur  la  totalité 
d'un  ensemble  épais,  afin  de  retenir  uniquement  ceux  qui  répondent 
à  cette  condition.  Non  pas  que  les  ensembles  minces  soient  négli- 
geables dans  la  détermination  des  fonctions  par  leurs  nombres 
dérivés.  Tout  au  contraire,  nous  verrons  et  il  est  connu  qu'une  fonc- 
tion peut  avoir  sur  une  épaisseur  pleine  une  dérivée  nulle  et  n'être 
constante  dans  aucun  intervalle.  Mais  il  se  trouvera  que  les  opéra- 
l  ions  inverses  de  la  dérivation  examinées  ultérieurement  et  appliquées 
à  des  données  ç  conduisent  toujours  à  des  fonctions  indépendantes 
d'une  modification  arbitraire  de  o  sur  un  ensemble  sans  épaisseur. 
Nous  découvrirons  ultérieurement  des  rapports  caractéristiques  de  ces 
fonctions  avec  les  ensembles  parfaits  minces  et  cela  nous  justifiera 
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d'attacher  une  grande  importance  aux  propriétés  métriques  des 
ensembles  sur  lesquels  les  divers  49  cas  distingués  plus  haut  se 
réalisent. 

47.  Nous  éliminerons  préalablement  deux  circonstances  impos- 
sibles à  obtenir  en  tout  point  du  continu.  Elles  nous  seront  l'occasion 
d'appuyer  cette  opinion  justifiée  par  d'autres  exemples,  que  la 
démonstration  de  certaines  propriétés  des  fonctions  dérivées  se 
simplifie  souvent  quand  on  les  envisage  seulement  comme  des 
nombres  dérivés  (extrêmes  ou  médians)  pour  un  côté  ou  pour  l'autre, 
c'est-à-dire  comme  des  valeurs  limites  particulières  des  quo- 
tients \R(f,x,x')  ou  Y\{(f,x',x),  quand,  x  étant  invariable,  x'  tend 
vers  x  par  valeurs  supérieures  ou  inférieures.  Ainsi  la  proposition 
qu'une  fonction  dont  la  dérivée  est  partout  nulle  est  une  constante 
se  démontre  très  simplement  sans  faire  appel  à  aucune  formule  d'ac- 
croissements finis  quand  on  remplace  la  dérivée  par  un  dérivé  quel- 
conque pour  un  coté  invariable. 

48.  Une  fonction  continue  possédant  en  chaque  point  et  d'un 
certain  côté  invariable  un  dérivé  nul,  médian  ou  extrême,  est  une 
constante. 

Supposons  par  exemple  que  le  dérivé  considéré  soit  droit.  Soit  ab 
un  segment  en  tout  point  duquel  l'hypothèse  du  théorème  est  vérifiée. 
Donnons-nous  un  nombre  positif  quelconque  t.  Il  existe  certainement 
un  point  x  à  droite  de  a  et  dans  l'intervalle  ab,  où  l'on  a 

(>)  |/(*)-/(a)|<£(*-«). 

Soit  \  la  borne  à  droite  des  points  situég  entre  a  et  b  où  la  relation 
précédente  est  vérifiée.  Je  dis  que  \  est  en  b.  En  effet,  en  cette  borne 
droite  Ç,  on  a,  par  raison  de  continuité,  la  relation 

1/(0 -A" )|  «I5-«I- 

Mais  en  Ç  il  y  a  un  dérivé  médian  nul  à  droite;  donc,  si  :  n'es!  pas 
en  b,  il  y  a  un  point  :, ,  compris  entre  \  el  b,  où  fou  a 
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En  ajoutant  les  deux  dernières  inégalités,  on  trouve 

|/(£i)-/(a)|<«(Èi-«0, 

et  \  n'est  pas  la  borne  droite  des  points  vérifiant  l'inégalité  (1).  Donc 
\  est  en  b.  On  a  donc  \f(b)  ~  f(a)\^t(b  —  a),  quel  que  soit  t. 
Donc  /(b)  =f(a).  Immobilisons  a.  La  valeur  de  f  en  un  point 
arbitraire  b  est  /(a),  une  constante. 

Si  nous  remplaçons  les  mots  dérivé  médian  droit  par  le  simple  mot 
dérivée,  nous  avons  sans  autre  modification  une  démonstration  du 
tbéorème  sur  les  fonctions  à  dérivée  partout  nulle,  qui,  partant  immé- 
diatement de  la  définition  de  la  dérivée,  me  parait  atteindre  beaucoup 
plus  rapidement  son  but  que  la  démonstration  habituelle,  celle-ci 
supposant  l'établissement  préalable  de  la  formule  des  accroissements 
finis.  Un  corollaire  intéressant  du  théorème  démontré  à  l'instant  est 
celui-ci  : 

Une  fonction  continue  ne  peut  pas  avoir  en  tout  point  d'un  inter- 
valle ses  dérivés  extrêmes  d'un  même  côté  doués  de  signes  opposés, 
ni  en  particulier  égaux  l'un  à  -+-  =0,  l'autre  à  — 00. 

Car  alors,  en  tout  point  de  cet  intervalle  elle  admettrait  de  ce 
même  côté  le  dérivé  médian  zéro  et  serait  constante  dans  l'intervalle. 
Tous  ses  dérivés  seraient  nuls  contrairement  à  l'hypothèse  énoncée. 

Ces  résultats  sont  établis  dans  l'ouvrage  de  M.  Lebesgue  (p.  72), 
niais  à  l'aide  d'inégalités  généralisant  pour  les  nombres  dérivés  la  for- 
mule des  accroissements  finis. 

48  bis.  On  montre  par  un  raisonnement  de  même  forme  qu'un 
nombre  dérivé  d'un  certain  côté  ne  peut  pas  être  infiniment  grand 
d'un  signe  donné  en  tout  point  d'un  intervalle.  Car,  si  par  exemple 
le  dérivé  inférieur  gauche  était  partout  —  oc  sur  le  segment  ab,  il  y 
aurait,  si  grand  (pie  fût  le  nombre  positif  fixe  A,  des  points  x'  compris 
entre  a  et  b,  et  où  l'on  aurait  /'(b)  —  f(x')  <[  —  A(b  —  x').  La  borne 
à  gauche  des  points  x'  (tous  situés  par  hypothèse  entre  a  et  b)  ne 
saurait  être  (on  le  voit  comme  dans  le  cas  du  dérivé  nul)  un  point  \ 
supérieur  à  a.  Donc  la  borne  à  gauche  des  points  x  est  en  a  et  l'on 
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a  f(b)  —  f(a)<  —  A(b  —  a),  ce  qui  est  absurde,  A  étant  un  nombre 
positif  quelconque  et/  étant  continue,  donc  finie  en  a  et  b. 

Les  deux  théorèmes  précédents  n'empêchent  pas,  nous  le  mon- 
trerons plus  loin  (65),  qu'une  même  fonction  continue  ne  puisse 
posséder  les  trois  dérivés  zéro,  +  °°  et  —  ce  à  la  fois,  au  moins  unila- 
téralement en  tout  point,  et  des  deux  côtés  sur  une  épaisseur  pleine. 

49.  Pour  démontrer  l'impossibilité  de  certaines  associations  de 
dérivés  finis  ou  infinis  sur  des  ensembles  épais,  nous  tirerons  grand 
parti  du  théorème  suivant,  susceptible,  selon  les  applications,  de 
diverses  formes  particulières  qui  n'en  modifient  ni  l'esprit,  ni  le  mode 
de  démonstration.  Cette  nouvelle  proposition  concerne  les  rapports 
des  nombres  dérivés  et  des  ensembles  parfaits,  discontinus  exclusive- 
ment. Le  Premier  Théorème  ne  distinguait  pas  le  continu  des  autres 
ensembles  parfaits. 

Second  Théorème.  -  Si  en  tout  point  d'un  ensemble  parfait 
d'épaisseur  e  entre  ses  points  extrêmes  a  et  b,  le  dérivé  supérieur 
droit  de  la  fonction  continue  f  surpasse  X,  si  dans  tout  intervalle  u„ 
ou  a„b„,  la  varia/ion  relative  inférieure  de  f  en  deçà  de  b„  sur- 
passe —  [x,  la  variation  relative  de  f  entre  a  cl  b  est  au  moins 

\e  —  [x  (  i  —  e). 

Nous  supposerons  d'abord  À  et  u.  non  négatifs,  ce  qui  constitue  le  cas 
le  plus  important.  Soit  !j  un  point  quelconque  de  P.  Le  dérivé  supé- 
rieur droit  de /en  \  surpassant  À,  il  existe,  dans  tout  intervalle  ayant  \ 
pour  extrémité  gauche,  des  points  £,  où 

(■)  /(Çi)-/(S)>i(5.-É)- 

Nous  dirons  que  deux  points  sont  associés  selon  l'inégalité  (i) 
s'ils  peuvent  être  dans  la  relation  précédente  substitués  respective- 
ment, le  plus  grand  à  !;,,  le  plus  petit  à  \.  Nous  ferons  une  double 
remarque.  La  première,  c'est  que,  si  la  relation  (i)  est  vérifiée  pour 
deux  couples  adjacents  !;•;,,  !jt?ja,  toujours  énoncés  par  valeurs  crois- 
santes, elle  est  vérifiée  pour  le  couple  des  points  extrêmes  r:r;.,.  Il  en 
serait  encore  ainsi,  au  cas  où  une  et  une  seule  des  inégalités  (i) 
relatives  à  l'un  et  l'autre  couple  serait  transformée  en  égalité.  Notre 

Journ.  de  Math.  (7*  série),  loine  I.  —  l'"asc.  Il,  191  i,  2J 
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seconde  remarque,  c'est  que,  à  cause  de  la  continuité  de  f  en  x,  l'iné- 
galité 

(2)  /(&)-/(*)  >*(£,-*), 

où  on  laisse  maintenant  ij,  immobile,  sera  vérifiée  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  intérieures  à  un  intervalle  Ij'ç,  d'extrémité  droite  ç. 

Cela  posé,  le  dérivé  supérieur  droit  en  a  dépassant  A,  il  existe  des 
points  £i(a)  à  droite  de  a,  intérieurs  à  ab  et  associés  à  a  suivant 
l'inégalité  (1).  Si  b  est  associé  à  a,  la  variation  relative  deyentre  a 
et  b  surpasse  k  et  a  fortiori  kc.  La  formule  est  établie  Çk  et  u.  étant 
positifs).  Supposons  qu'il  en  soit  autrement.  Alors  les  £,(a)  ont  une 
borne  à  droite  y,  où,  à  cause  de  la  continuité  dey",  on  n'a  pas  l'inéga- 
lité contraire  à  (1),  ni  davantage  l'inégalité  (1),  sinon,  dans  ce  der- 
nier cas,  y,  pourrait  être  repoussé  vers  la  droite.  On  a  donc  en  y, 

/(y,)-/(fl)  =  X(yi— a). 

y,  n'est  pas  sur  P,  sinon,  à  cause  de  l'existence  en  y,  d'un  dérivé 
droit  supérieur  à  "k,  il  existerait  un  point  y'  à  droite  de  y,  et  associé 
selon  l'inégalité  (1)  à  y,,  donc  à  a,  conclusion  absurde,  y'  surpas- 
sant y,,  y,  est  donc  intérieur  à  un  certain  contigu  à  P,  intervalle 
dont  je  désigne  par  (3,  l'extrémité  droite.  Remarquons  que,  d'après 
notre  hypothèse  sur  la  variation  relative  de  f  sur  les  u„  en  deçà 
des  bn,  nous  avons/(p\)  —  /(y,  )  >  —  u.((3,  -y,).  Avec  (3,  j'opère 
comme  avec  a.  Je  détermine  y3  par  la  condition  d'être  la  borne 
à  droite  des  points  de  ab,  situés  à  droite  de  j3,  et  associables  à  (3, 
d'après  l'inégalité  (1).  En  général,  y2  est  intérieur  à  un  intervalle 
contigu  à  P,  soit  a2(32,  etc.  L'opération  se  poursuit  tant  que  y„  n'est 
pas  en  b.  Deux  cas  sont  a  priori  possibles.  Ou  bien,  l'un  des  y„  est 
en  b.  L'opération  est  arrêtée,  b  est  associé  à  y„_,  selon  l'inégalité  (1) 
ou  selon  l'égalité  limite  de  celte  inégalité.  La  totalité  de  l'ensemble  P 
est  sur  les  segments  ay,,  j3,y2,  ...,  (3„_,y„,  ce  dernier  identique 
à  P„_,  &,  et  cbacun  des  intervalles  y,  3,,  y.,^,  .  . .,  y„_,  [3n_,  est  agrégé 
à  un  intervalle  contigu  à  1'  avec  communauté  de  l'extrémité  droite. 
Ou  bien,  aucun  des  y„  n'est  en  h.  (  lomnie  par  hypothèse  ils  sont  tous 
sur  le  segment  ab,  ils  sont  tous  entre  a  et  b.  Comme  ils  progressent 
vers  la  droite  quand  //  croît,  ils  ont  donc  un  point  limite  M,  éga- 
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lement  limite  des  (3„  et  par  suite  agrégé  à  P.  Je  dis  que  M  est  en  b. 
Sinon,  il  existera  un  intervalle  M' M  à  tous  les  points  x  duquel  un 
même  point  M,  situé  à  droite  de  M  et  à  gauche  de  b  est  associable 
selon  (1).  Mais  y„  tendant  en  croissant  vers  M,  est,  à  partir  d'une 
certaine  valeur  p  de  n,  compris  entre  M'  et  M.  Or,  la  relation  (i) 
étant  vraie  pour  le  couple  (yp,  M,)  et  aussi,  sauf  son  changement  en 
égalité,  pour  ((^uYp)  est  vraie  pour  (fJp_,,  M,).  y,,  ne  satisfait  donc 
pas  à  sa  définition  d'être  le  point  de  ab  bornant  à  droite  les  points 
associables  à  $p ..,.  yp  ne  peut  donc  pas  être  intérieur  à  M'M.  Donc  y„ 
ne  peut  pas  tendre  vers  M. 

Donc,  s'il  y  a  une  infinité  de  points  y„,  ils  tendent  vers  b.  On  a, 
quel  que  soit  m, 

(2)  /(*)-/(«)=  [/(yO  -/(«)]  +  [/(y,)  -/(PO]  +■•.+  [/(ym)-/(P«-.)] 

+[/(3i)-/(yi)]+.»+/[(P—i)-/(y».-»)]+[/(*)-/(y»)]' 

les  ym  coïncidant  tous  avec  b  à  partir  d'un  certain  rang,  ou  étant  en 
infinité.  Dans  ce  second  cas,  chaque  terme  de  la  première  ligne  est 
égal  au  produit  de  X  par  la  longueur  du  segment  où  il  exprime  la 
variation  de/.  Donc,  la  somme  de  cette  ligne  est 

>.  (ay,  +  [3,  •/■>+.■•  +  (3m-iy«), 

ay,,  .  ..  étant  les  longueurs  des  segments  limités  par  a  et  y,,  etc. 
Elle  tend  vers  la  somme  h  de  la  série  constituée  par  les  longueurs  des 
segments  6„_)y„  qui,  remarquons-le,  portent  la  totalité  des  points 
de  P  situés  entre  a  et  b.  La  somme  des  termes  de  la  première 
ligne  tend  donc  vers  \/i  quand  in  croît  indéfiniment.  Le  dernier 
terme  de  la  seconde  ligne  tend  vers  zéro,  /  étant  continue.  D'ailleurs, 
la  variation  relative  inférieure  de  /  sur  l'intervalle  contigu  d'extré- 
mité droite  (3„  et  en  deçà  de  [3„,  étant  supérieure  à  —  [/.,  nous  avons 

[/(pi)-/(yi)]-t----  +  [/(P«.  .)-/(-/M-i)]>-p(;V/,  +  ---  +  £m->7m-i). 

En  résumé,  nous  avons  rassemblé  P  sur  une  suilc  infinie  de  seg- 
ments tendant  vers  A,  de  longueur  totale  //.  Nous  trouvons 

(3)  f(kb)—/(a)>lh-iL{b-a  —  h). 

Cette  relation  ne  fait  intervenir  les  signes  ni  de  /  ni  de  a. 
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Si  y„  coïncide  avec  b,  mais  non  pas  y„  , ,  les  variations  relatives 
de/  sur  ay{,  sur  p, y2,  .  .  .,  sur  p„_2 y„_ ,  sont  toutes  égales  à  X,  et  au 
moins  égales  à  X  sur  fin_,  y„  ou  (3„_,  /;.  Donc,  les  termes  de  la  première 
ligne  dans  l'égalité  (2)  ont  une  somme  au  moins  égale  à 

l  («y,  -H  (3, y, +  ...  4-  (3„_,  b)=ïh, 

h  désignant  toujours  la  somme  de  la  série  finie  ou  infinie  fi,y,+l.  Dans 
tous  les  cas,  que  le  nombre  des  intervalles  contenant  la  totalité  de  P 
soit  infini  ou  fini  et  même  égal  à  1  (quand  y,  coïncide  avec  b),  on  a 
toujours  la  formule  (3).  Supposons  maintenant  X  et  ja  positifs.  Alors, 
nous  renforçons  l'inégalité  en  remplaçant  h  par  un  nombre  plus  petit, 
savoir  la  mesure  de  P  entre  a  et  b.  Cette  mesure  étant  e(b  —  a), 
nous  trouvons  bien  (a\Rb)  f  >  ~ke  —  u.(i  —  e). 

Si  X  et  \j.  ne  sont  pas  positifs,  nous  allons  montrer  que,  dans  la 
formule  (3),  h  peut  être  supposé  aussi  voisin  qu'on  le  veut  de  la 
mesure  de  P,  soit  M  =  e(è  —  a).  Remarquons  d'abord  qu'on  a 
toujours  M  <  h  <  b  —  a.  Du  segment  ab  retranchons  les  N  plus 
grands  contigus  de  P,  «,,  u2,  .  .  .,  «N  et  soient,  dans  l'ordre  où  nous 
les  rencontrons,  p,,  p,,  ...,  pN+,  les  segments  restants,  deux  à  deux 
sans  points  communs.  Soient  M,,  ML,  . .  .,  Mx+1  les  mesures  de  Psur 

ces  segments.  On  a  ^  M,-=  M.  Appliquons  au  segment  p,  la  for- 
mule (3).  Il  existe  un  certain  nombre  A,  compris  entre  M,  et  p,  (ou 
égalant  p,)  tel  qu'on  ait 

V(/,  p,)>M/—  f*(pi-*0        (<=',  2,  ....  N+i). 

Or,  d'après  notre  hypothèse  sur  le  minimum  des  variations  rela- 
tives de /sur  les  un  en  deçà  de  bn,  on  a 

V(/,  «,-)>  —  p.",        (1=  1,2,  .. .,  N). 

En  faisant  la  somme  de  toutes  les  inégalités  obtenues  et  en  remar- 
quant que 

V  (/,  a,  b)  =2  V  (/'  P')  +  2  V  (/«  "')•         *-  a  =2P'+  2  "'• 

il  vient,  en  posant  ^  /',=  HN1 

V(/,  a,  6)>XHN-fi(6-ffl-HM). 
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Or,  nous  avons 

Vm,<V/,;<^p., 

donc 

M  <  HN<  b  —  a  —  \  ii,. 

Mais  le  dernier  terme  de  ces  relations,  quand  N  croît  indéfiniment, 
tend  vers  M.  Donc,  I1N  tend  vers  M.  Donc,  quels  que  soient  les  signes 
de  A  et  [jl,  on  a  bien 

V  (/,  a,  b)l\M  —  <j.  (  b  —  a  —  M  ) 
ou 

(4)  VR(/,  a,  6)>*e-p(i-e). 

C.    Q.    F.    D. 

Désignons  respectivement  par  S  et  T  la  somme  des  termes  de  la 
première  et  de  la  seconde  ligne  dans  l'égalité  (2),  que  m  puisse 
devenir  infini  ou  doive  rester  fini,  les  p,  et  y,  étant  obtenus  comme  il  a 
été  expliqué  à  la  page  178.  La  seule  condition  de  leur  existence  est 
que  le  dérivé  supérieur  droit  de  f  surpasse  A  en  tout  point  de  P,  et 
alors,  dans  le  second  membre  de  l'inégalité  (3),  le  terme  A  h  bornant  in- 
férieurement  S  est  exact.  Le  second  terme  de  (3),  soit—  u.  (b  —  a  —  h), 
borne  inférieurement  T,  quand  VR(/",  x,  b„)  ^>  —  tx  pour  tout 
point  x  de  un.  Remplaçons  cette  dernière  hypothèse  par  celle-ci 
beaucoup  moins  restrictive:  \  (/,  x,  bn)^ —  [/.«„,  supposée  vérifiée 
également  quel  que  soit  x  dans  u„.  En  faisant  tendre  x  vers  blt,  on 
voit  que  a  ne  peut  pas  être  négatif.  Alors  T  surpasse  ■ 

—  f* ( a, (3j  +  . . .  -+-  <xm (3,„ 4-  ...)  =  —  frr, 

si  l'intervalle  contigu  renfermant  yp  est  otp  $p.  Désignons  par  //'  la 
somme 

rt«,-t-^,«,  -t-. .  .+  J3p_,ap  h... 

des  segments  conservés  dans  ab  quand  on  en  retranche  les  con- 
tigus  y.,,%,.  <  les  sfgmeiiis  conservés  renfermenl  la  totalité  de  P.  I  >onc, 
//.'>  M.  D'ailleurs 

V  «p  (3„  -t-  y  $pap  ,.,  =  t-h  h'=  b  —  a. 
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Donc,  T  surpasse   —  \).(J)  —  a  —  h')  et   Ton   a   dans   notre   nouvelle 
hypothèse  la  relation 

(3  bis)  f(b)  -f{a)  >lh-p.{b-a  —  h'), 

avec 

M  <  /('<  h  <  b—  a. 

pt.  étant  nécessairement  positif  ou  nul,  le  second  membre  de  (3  bis) 

surpasse  ~kh  —  [/.(£  —  a  —  M);   mais,   pour  embrasser  le  cas   où   A 

serait  négatif,  on  achève  la  démonstration  comme  plus  haut  et  Ton 

trouve  encore 

/(6)-/(a)>XM  — j*(6-a-M), 

d'où  la  relation  (4). 

L'inégalité  V(/,  x,  l>,:)Z  —  u.uH  sera  vérifiée  quel  que  soit  x  dans 
un  cas  particulier  important,  celui  où  V oscillation  relative  de  f  sur  unou 
OR(/,  u„)  est  inférieure  à  u..  Car  Y  (/,  x,  b„)  est  en  valeur  absolue 
inférieur   à  l'oscillation  de /sur  u„  ('). 

49  bis.  Le  lecteur  devra  remarquer  qu'un  raisonnement  analogue 
au  suivant  ne  serait  pas  légitime  :  «  Tout  point  \  de  P  est  intérieur  à  un 
intervalle  ij'ij,  entre  les  extrémités  duquel  l'inégalité  (i)  est  vérifiée. 
Recouvrons  F  avec  un  nombre  fini  d'intervalles  rd\{.  Le  champ 
recouvert  contient  P  et  se  compose  d'un  nombre  limité  d'intervalles  /. 
Il  est  possible  de  cheminer  en  conservant  l'inégalité  (i)  de  l'extrémité 
gauche  à  l'extrémité  droite  de  chacun  de  ces  intervalles  i.  »  C'est 
ici  que  serait  la  faute.  En  effet,  il  n'est  pas  exact  que  la  vérité  de 
l'inégalité  (i)  d'une  part  entre  les  extrémités  gauche  et  droite  d'un 

(')  Appelons  altération  relative  supérieure  (ou  inférieure)  de  f  sur  un 
intervalle  aÇùau  delà  de  a.  le  maximum  (ou  le  minimum)  du  quotient 

pour  ot  <  x  <  (3.  Désignons  ces  nombres  par  AU,(/,  «,  «(3)  et    \l!,( /,  «,  otj3). 
De  même,  l'altération  relative  supérieure  (ou  inférieure)  de  f  sur  c.[i  en  deçà 

de  (3  est  le  maximum  (ouïe  minimum)  de  pour«<a;  <|3.  Nous 
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intervalle  a{3,  d'autre  pari  entre  celles  d'un  autre  intervalle  a'(3', 
entraîne  sa  validité  entre  a  et  (3'  quand  a!  est  intérieur  à  <x(3,  et  (3  à  a' [3'. 
Si  par  exemple  dans  le  cas  d'une  dérivée  droite  (et  non  pas  seulement 
du  dérivé  supérieur  droit)  surpassant  A  en  tout  point  de  P,  il  est 
permis  de  supposer  que,  oc  et  a'  étant  sur  P,  tous  les  points  de  <x[3 
d'une  part  sont  associables  à  a,  que  tous  ceux  de  a' [3'  sont  associables 
à  a',  d'où  la  conclusion  légitime  que  a  et  [3'  sont  associables,  il  n'en  est 
plus  de  même  si  tous  les  dérivés  droits  ne  surpassent  pas  X.  Car  alors, 
à  l'intérieur  de  ocj3,  les  points  x  associés  à  a  forment  un  ensemble  pré- 
sentant des  lacunes  où  peut  précisément  se  trouver  a'.  Si  nous  ne 
supposons  pas  qu'aux  points  de  P  tous  les  dérivés  droits  de  /  surpas- 
sent A,  rien  ne  prouve  qu'au  delà  d'un  point  l  choisi  au  hasard  sur  P, 
on  puisse  trouver  un  seul  point  ç,  agrégé  à  P  et  associable  à  \  par  la 
relation  (i). 

Mais  substituons  à  la  première  hypothèse  du  théorème  relative  aux 
dérivés,  celle-ci,  plus  restrictive  que,  en  chaque  point  de  P,  f  a  son 
dérivé  inférieur  droit  surpassant  A.  Nous  pouvons  élargir  notre 
seconde  hypothèse  concernant  les  variations  relatives  de/*  sur  un  en 
deçà  de  bn.   Il  n'est  plus  nécessaire  que   toutes  surpassent   —  \i..  11 

désignons  ces  valeurs  par  AR,(/,  a(3,  P)  et  AR,(/,  a(3,  3).  Si  a,  el  3,  sont 
respectivement  les  points  du  segment  a3  où/est  maximum  et  minimum,  on  a  : 

A,M/, „P, w=  *»> :/.*■>.    ab,,/, * P) = t*\-j™- 

Rappelons  d'ailleurs  que  0R(/,  ocS)  =  "^g  ~-^(tJ|).  On  a  les  relations 
immédiates  suivantes  : 

o     *R,(/,  «,  a(3)<OR(/,  «P), 
-OR(/,  «|3)<AR,(/,  a,  a(3)<o, 
1  OR(/,«(5)  =  AR,(/,«,  aP)-AR,(/,«,  «?), 


Vll,(/,  y,  *p);  VR(/,a(3)    A.R,(/,  a,  a(3). 

Ces  relations  subsistent  en  remplaçant  avec  1rs  mêmes  indices  /  et  5 

AK(/,  «,  a(3) 

par  AR  (/,  z3,  ,3).  On  a  a  Ims  des  relations  (5  bis  ).  Enfin,  si  \\\i  est  positif,  il 
en  est  de  même  de  VRj  sur  le  même  intervalle  et  pourla  même  extrémité  et  Ton 
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sujfîl  que  l'une  d'entre  elles,  fa  variation  relative  de  f  sur  u,n 
surpasse  ce  même  nombre  —  a. 

En  effet,  M  (a?)  étant  la  mesure  de  P  entre  a  et  x,  soit  E  l'ensemble 
des  points  j3  de  P  où  existe  un  nombre  h  (./;)  vérifiant  le  système 
d'inégalités 

(6)      /(ar)-/(a)>M(ar)  —  p[>- a  — *(*)],     M(.r)  =  h(x)<x-a. 

E  est  fermé,  à  cause  de  la  continuité  de  M  (a1)  et  de  f.  Tous  les 
points  a;  associés  à  a  par  la  relation  (i)  vérifient  les  inégalités  (6) 
en  y  faisant  h  (x)  =  x  —  a.  Or,  od(a)  surpassant  ~k,  tous  les  points 
d'un  intervalle  aai  sont  associés  à  a  selon  (i).  D'ailleurs,  a  étant 
limite  de  P  du  côté  droit,  P  admet  des  points  sur  aa{.  Tous  ceux-ci 
appartiennent  à  E  qui  existe  donc.  Soit  \  l'extrémité  droite  de  E. 
Je  dis  que  \  =  b.  Sinon,  on  aurait  \<ib.  Or  :  i°si  ^est  limite  de  points 
de  P  situés  à  sa  droite,  ceux-ci,  au-dessous  d'une  certaine  distance  à  ij, 
sont  tous  associés  à  <j  selon  (i).  Soit  c;,  l'un  d'eux.  On  a 

/(?,)-/U)>*u,-a  m(ç,)-m(o <?,-?. 

a  ARS<  VRS.  Mais  VRS  peut  être  négatif,  dans  le  cas  où  /  est  sur  aj3  maximum 
en  a  ou  minimum  en  j3.  Or  simultanément  ARS  est  nul.  De  même,  si  AR,<o, 
on  a  VR,S  AR,-.  En  tout  cas,  p  étant  positif,  les  inégalités  VRj<  p  ou  VR,>  —  p 
entraînent  respectivement  AR,<p  et  AR,>  —  p  sans  réciprocité. 

Les  relations  (5)  et  (5  bis)  d'une  part,  les  relations  entre  les  AR  et  les  VR 
d'autre  part,  permettraient  d'énoncer  respectivement  les  applications  VI  et  VII 
du  Premier  Théorème  en  y  remplaçant  pour  la  première  les  lettres  VR  par  AR, 
et  pour  la  seconde  les  mots  «  oscillation  relative  de  /sur  un  »  par  «  altération 
relative  extrême  de/ sur  un  au  delà  de  a„  ou  en  deçà  de  bn  ».  Le  lecteur,  en  se 
reportant  aux  endroits  indiqués,  vérifiera  l'exactitude  des  nouveaux  énoncés. 

Le  Second  Théorème  subsiste  en  y  remplaçant  les  variations  relatives  sur  les 
contigus  à  P  par  les  altérations  relatives  de  mêmes  noms.  Seulement  p  est  alors 
nécessairement  positif  ou  nul.  D'ailleurs  l'hypothèse  ainsi  transformée  est  impli- 
quée dans  la  première.  Llle  est  beaucoup  moins  restreinte.  Elle  l'est  également 
moins  que  l'hypothèse  OR(«„)<p.  On  pourrait  donc,  puisque  toutes  deux 
donnent  les  mêmes  conclusions  (pour  p  o),  ne  considérer  que  celle  des  altéra- 
tions. Seulement,  dans  les  applications  ultérieures  du  Second  Théorème,  toutes 
les  fois  qu'une  inégalité  du  genre  AH,  >  —  p  sera  vérifiée  sur  chacun  des  «„,  il 
en  sera  également  ainsi  toujours  de  l'une  ou  de  l'autre  des  inégalités  VR,  >  —  p. 
ou  OR  <  p  et  ces  dernières  seront  les  plus  directes  à  établir. 


De  là,  en  tenant  compte  des  inégalités  (G)  où  x  est  remplacé  par  £, 

/g1)_/(a)>X[A(Ç)+Ç1-Ç]-[ç1_a-(5i-S)— *©],     MÈ)<Afâ+5.-^l.-«. 

Posons /<(:;,)  =  //(!;)  -+-£,  —  !;.  II  est  visible  que  <;,  est  dans  E. 
2°  Si  au  contraire  \  est  l'extrémité  gauche  d'un  contigu  u  de  P, 
soit  \K  l'extrémité  droite  de  u.  On  a 

/(^)-/(ï)>-fx(^-?),     M(>,)  =  M(£). 
Donc, 

/(&)-/(«)>>A(Ç)-f*[Si-«-*U)],     M(Si)^(£)<£,-«. 

Posant  //(£,)  =  /*(£),  on  voit  encore  que  £,  est  dans  E.  Donc, 
l'extrémité  droite  de  E  est  nécessairement  b.  Donc,  l'inégalité  (3)  est 
établie,  h  étant  un  nombre  compris  entre  M,  mesure  de  P  sur  ab, 
et  b  —  a.  On  en  déduit  comme  plus  haut  la  formule  (4). 

i-1)  1er.  Pour  rassembler  dans  un  même  Tableau  toutes  les  formes 
susceptibles  d'être  données  au  Second  Théorème,  indiquons  dans  une 
première  colonne  la  classe  (droite  ou  gauche)  de  dérivés  D  auxquels 
s'applique  le  théorème,  —  dans  la  seconde,  leur  relation  d'inégalité 
avec  A,  —  dans  la  troisième,  si  cette  relation,  vraie  en  tous  les  points 
de  P,  est  satisfaite  par  certain  dérivé,  au  moins  un,  le  dérivé  supé- 
rieur, ou  par  tous  quand  elle  l'est  par  le  dérivé  inférieur,  pour  le  côté 
désigné  en  tête  de  la  ligne  bien  entendu,  —  dans  la  quatrième,  l'iné- 
galité supposée  vraie  sur  tous  les  un,  et  concernant  :  les  variations 
relatives  de  /  prises  soit  en  deçà  des  bn  quand  les  D  sont  droits,  soit 
au  delà  des  an  quand  les  D  sont  gauches,  et  qui  toutes,  et  en  parti- 
culier la  supérieure  ou  l'inférieure  suivant  les  cas,  doivent  vérifier 
l'inégalité  écrite  avec  \j.  ou  avec  —  (j.  (de  signe  quelconque);  ou  encore 
l'oscillation  relative  <)!!//„  de  f\  ou  enfin  La  variation  relative  de  f 
sur«„;  —  dans  la  cinquième,  L'inégalité  finale  concernant  la  variation 
relative  def  entre  a  el  b,  e  désignant  l'épaisseur  de  P  entre  a  et  b. 
Dans  la  quatrième  colonne,  les  trois  hypothèses  intéressant  \j.  el 
correspondant  à  une  même  ligne  dans  les  deux  premières  colonnes 
sont  de  moins  en  moins  restrictives,  quand  on  les  énumère  de  bas  en 
haut.  Pour  la  première  et  la  troisième   hypothèse,  p.  est  de  signe 

Journ.  de  Math,  (y  série ) ,  tome  I.        Fasc.  Il,  iyi5.  2^ 
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quelconque;  pour  la  seconde,  f/.  est  positif.  La  première  implique  la 
troisième.  De  même  la  seconde,  toujours  du  typeOR?/„  <[  [Jt.  (positif), 
entraîne  —  [A<  VR«n<[  (/.,  donc  l'existence  d'une  borne  supérieure 
et  d'une  borne  inférieure  pour  A  lï?/„.  Mais  la  première  condition, 
liant  à  \x,  nombre  de  signe  quelconque,  la  variation  relative  de  f 
sur  u„  en  deçà  de  b„  ou  au  delà  de  a„,  n'entraîne  pas  nécessairement 
ORm„<|ja|,  ni  une  autre  relation  invariable.  Par  exemple,  f  peut 
être  croissant  entre  a„  et  x  agrégé  à  un,  d'où  VR,(/,  a„,  u„)ilo, 
avec  un  dérivé  droit  nul  en  a,n  donc  —  \x  =  o,  sans  qu'on  en  conclue 
ORi<„lo,  donc  =  o.  De  même,  la  condition  vérifiéepar  OR  n'entraîne 
rien  concernant  les  VRS  et  YR,.  Car,  les  nombres  VR  (f,  an,  x)  ou 
VR(y,  x,  bn),  contenant  en  dénominateur  un  nombre  infiniment 
petit  aux  points  an  et  b„,  peuvent  avoir  leurs  bornes  extrêmes  VR, 
et  VR,  infinies,  tandis  que  OR«„  est  toujours  fini.  Mais  cette  dernière 
circonstance  nous  fait  dire  que  la  première  hypothèse  bornant  d'un 
côté  les  VRj  ou  les  VR,  est  plus  restrictive  que  la  seconde  bornant 
OR«„.  Faisons  une  dernière  remarque.  La  valeur  exacte  de  X  a,  en 
général,  une  grande  importance.  Celle  de  \j.  n'en  a  aucune.  Il  suffit 
que  [x  soit  fini.  Car  les  résultats  que  nous  voudrons  faire  apparaître 
se  manifesteront  entre  des  points  séparés  par  une  épaisseur  de  P  aussi 
voisine  de  i  que  nous  le  voudrons. 

Hypothèse  Hypothèse 

régissant  concomitante 

les  dérivés  sur 

Les  de/  les  variations  de  f 

dérivés  en  tout  point  daus  tous 

sont  de  P.  leseonligus  à  P.  Conclusion. 

(  (  -p<«„VRi„  j 

droits  X<  ]     " {      fi>ORw„  le  —  p(i—  e)i{a\Rb)f 

droits              X>        ' (  (jl>ORm„       l   le+p(i—e)>(aVRb)J 

1  X, fx>VR«„'     * 

(    .                   (  -|K«„VH«„   . 

gauches            l<\     ' \  f*>OR«„          Xe— p(i  —  e)<  (aYRb)f 

i   .  \      f*>a«VR«„  i 

gauches  X>  l    B (      p>OR«„  Xe  +  f*(i  —  e)>{aVRb)  f 

(A, (*>VR«„       ) 

Voici  les  conséquences  très  importantes  que  nous  tirons  du  Second 
Théorème. 
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Applications  du  Second  Théorème. 

oO.  Application  I.   —  L'ensemble  des  points  où  f  a  d'un  côté 
déterminé  une  dérivée  infinie  est  sans  épaisseur. 

Montrons  que  l'ensemble  E  où  A(/  =  $d  =  +  oo  est  de  mesure  nulle. 
Dans  l'hypothèse  contraire,  E  contiendrait  un  ensemble  parfait  épais 
en  lui-même  P0.  Soit  u„  ou  aj>n  un  intervalle  contigu  à  P0.  Les  con- 
tigus  u„  sur  lesquels  la  variation  relative  de/  est  inférieure  ou  égale 
à  un  nombre  fixe,  zéro  par  exemple,  ont  leurs  extrémités  non  denses 
sur  P0.  Sinon,  si  l'ensemble  H  de  ces  extrémités  était  dense  sur  P0, 
donc  partout  dense  sur  une  portion  P'0  de  P0,  /  admettrait  en  tout 
point  d'un  résiduel  de  PJ,  un  dérivé  inférieur  droit  négatif  ou  nul,  et 
non  pas  une  dérivée  droite  infinie  positive.  Il  y  a  donc  une  portion  P 
de  P0  où  H  n'a  pas  de  point  et  où,  parsuite,  la  variation  relative  de  f 
dans  tout  intervalle  contigu  à  P  est  positive.  Alors,  f{b„)>  f(a„)  sur 
tout  contigu  à  P,  ou  VR«„>o.  Soient  a  et  b  les  points  extrêmes 
de  P.  Consultons  notre  Tableau  où  se  résume  le  Second  Théorème. 
Prenons  X  si  grand  que  nous  voudrons.  Suivons  la  première  ligne 
et  ses  subdivisions.  Le  dérivé  droit  Sd  (ire  et  3e  colonne)  surpasse  A 
(2e  colonne)  en  tous  les  points  de  P  et,  dans  tous  les  intervalles 
contigus  à  P,  la  variation  relative  de /est  positive  (4e  colonne).  Donc 
(a  VR/;)/>  Xe  (5e  colonne).  Or,  e  n'est  pas  nul,  P  étant  comme  P0 
épais  en  lui-même.  Il  est  donc  impossible  que  celte  relation  soit  vérifiée 
quelque  soit  X.  Le  théorème  est  donc  démontré  pour  l'ensemble  E 
défini  par 

Ar/  ~èd—-\-  00. 

On  le  montrerait  de  mémo  pour  les  ensembles  où  /  possède  une 
dérivée  droite  infinie  négative  ou  une  dérivée  gauche  infinie  d'un  signe 
donné.  A  fortiori,  est-il  impossible  d'avoir  une  dérivée  bilatérale 
infinie  sur  un  ensemble  épais.  Si  donc  nous  voulons  dans  notre  étude 
réserver  un  traitemenl  spécial  aux  ensembles  minces, nous  n'avons  pas 
à  nous  occuper  du  premier  ni  du  septième  cas  de  la  classification 
donnée  au  n°  2o.  Montrons  que  le  quatrième  cas  où  Ad  el  Sd  sont  Unis 
et  distincts  ne  peut  se  présenter  que  sur  un  ensemble  sans  épaisseur. 
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51.  Application  II.  —  L'ensemble  des  points  où  une  fonction 
ne  possède  pas  de  dérivée  d'un  certain  côté  et  où  d'autre  part  ses 
dérivés  pour  ce  même  côté  sont  finis  est  de  mesure  nulle. 

Cette  proposition  offre  une  grande  analogie  avec  un  théorème  de 
M.  Lebesgue  :  savoir  que,  si  dans  fout  un  intervalle,  les  dérivés 
extrêmes  d'une  fonction  continue  sont  en  chaque  point  tous  les 
quatre  finis  et  s'ils  sont  somma/des  dans  cet  intervalle  (ou  appar- 
tiennent à  une  fonction  à  variation  bornée),  l'ensemble  des  points  où 
la  dérivée  n'existe  pas  est  de  mesure  nulle  sur  ce  même  intervalle. 
Mais  ici,  nous  ne  supposons  rien  de  connu  sur  les  dérivés  en  dehors  de 
l'ensemble  où  nous  les  considérons.  Rien  n'empêcbe  qu'ailleurs,  ils 
soient  infinis,  aussi  souvent  que  le  tolèrent  les  propriétés  logiques  des 
nombres  dérivés.  A  fortiori,  ne  supposons-nous  rien  touchant  la  som- 
mabilité  de  nos  dérivés  dans  tout  un  intervalle,  puisque  nous  les  con- 
sidérons exclusivement  sur  un  certain  ensemble,  discontinu  dans  le  cas 
le  plus  général.  Enfin,  nous  n'admettons  nullement  qu'aux  points  de 
cet  ensemble,  les  quatre  dérivés  soient  finis.  Il  nous  suffit  que  deux 
d'entre  eux  pour  un  même  côté  soient  finis  et  distincts,  le  côté  pouvant 
d'ailleurs  varier  d'un  point  à  l'autre.  Enfin,  un  peu  plus  loin,  nous 
conclurons  de  l'existence  sur  un  ensemble  E  de  dérivés  tous  finis 
pour  un  même  côté  constant  ou  variable,  à  l'existence  d'une  dérivée 
bilatérale  sur  une  pleine  épaisseur  de  E,  sans  avoir  besoin  d'aucune 
hypothèse  complémentaire  sur  les  dérivés  de  la  fonction  pour  le  second 
côté  aux  points  de  E  (').  Observons,  pour  terminer,  que  nous  établis- 
sons toutes  ces  propriétés  des  nombres  dérivés  sans  faire  appel  à  aucune 
notion  de  somme  intégrale.  Démontrons  notre  énoncé. 

L'ensemble,  épais  par  hypothèse,  en  tout  point  duquel,  ou  bien 
les  dérivés  extrêmes  droits,  ou  bien  les  dérivés  extrêmes  gauches  sont 
finis  et  distincts,  se  décompose  en  l'ensemble  E  où  la  première  hypo- 
thèse est  vérifiée,  et  en  l'ensemble  K'  où  c'est  la  seconde.  E  et  E' 
peuvent  d'ailleurs  a  priori  avoir  des  points  communs,  mais  l'un  au 
moins  est  de  mesure  non  nulle.  Supposons  que  ce  soit  E.  Alors,  en 

(')  M.  Montai,  utilisant  un  résultai  contenu  dans  ma  Noie  du  21  avril  1912 
{Comptes  rendus),  a  mon I ré  (Id.,  23  déc.  1912)  l'existence  d'une  dérivée  sur 
une  pleine   épaisseur   île   l'ensemble  OÙ  les  r/ualrc  dérivés  extrêmes  sont  finis. 
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tout  point  de  l'ensemble  épais  E,  /  possède  partout  deux  dérivés 
extrêmes  droits  finis  et  distincts. 

Désignons  par  Hnp  l'ensemble  des  points  de  E  satisfaisant  à    la 

double  condition  û,t  <  p-  <  p         <Arf.  Tout  points  de  E  appartient 

à  un  ensemble  H„  p  pour  au  moins  une  valeur  de  /?,  quel  que  soit  n  supé- 
rieur à  l'inverse  de  la  différence  positive  Ad(x)  —  o(/(x-).  Les  Hnp  étant 
en  infinité  dénombrable,  l'un  au  moins  d'entre  eux,  soit  H,  est  épais 
si  E  l'est.  Désignons  pour  cet  ensemble  par  h  l'inverse  du  premier 
indice  n  et  soit  P,  un  ensemble  parfait  épais  en  lui-même  agrégé  à  H. 
En  tout  point  de  P,  on  a 

ôc/<p/t<(p  -+-  l)h<  A,;, 

p  étant  un  certain  entier  positif,  négatif  ou  nul. 

L'application  du  Second  Théorème  va  être  aisée. 

Considérons  les  intervalles  contigus  à  P,  et  l'oscillation  relative  de 
la  fonction  /sur  chacun  d'eux.  Est-il  possible  que,  pour  toute  valeur 
du  nombre  positif  A,  cette  oscillation  surpasse  A  dans  des  intervalles 
dont  les  extrémités  forment  un  ensemble  G(A)  partout  dense  sur  P,  ? 
Non,  car  nous  avons  démontré  (40)  que,  dans  ce  cas,  l'ensemble  des 
points  où,  de  chaque  côté,  l'un  au  moins  des  dérivés  est  infiniment 
grand  en  valeur  absolue,  cet  ensemble  est  partout  dense  sur  P, .  Donc, 
Atletot/  étant  finis  sur  P,,pour  une  certaine  valeur  y.  de  A,  il  existe  une 
portion  P  de  P,  ne  contenant  aucun  point  de  G ([/.).  P,  étant  épais  en 
lui-même,  P  l'est  également.  Dans  tout  intervalle  contigu  à  P,  l'oscil- 
lation relative  de/est  au  plus  égale  à  u..  Entre  deux  points  quelconques 
oc,  (3  de  P  séparés  par  une  épaisseur  e  de  P,  d'après  les  relations  vérifiées 
parArfet  o(/en  tout  pointde  P,  la  variation  relative  de /aura  des  limites 
fournies  par  le  Second  Théorème  (  voir  le  Tableau  de  la  page  18G)  A(/ 
surpassant^  l  i  >  h,  cette  variation  vaut  au  moins(/M- 1  )//<•— y.(i  — e). 
Pareillement,  Srf  étant  inférieur  à  ph,  cette  même  variation  est  au  plus 

phe  -t-  [j.(i  —  e).  On  a  doncl'inégalité  h  <  2u.  —  '    vérifiée  pourdeux 

points  quelconques  de  P,  e  désignanl  l'épaisseur  de  P  entre  eux. 
Ceci  esl  absurde,  puisque,  par  des  choix  appropriés  de  a  el  de  3, 
cette  épaisseur  peu!  être  supposée  aussi  voisine  de  i  qu'on  le  veut  (20). 
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32.  Il  est  donc  établi  que  les  cas  i°,  4°,  7°du  n°2o  ne  peuvent  pour 
un  côté  ou  pour  un  autre  se  produire  que  sur  une  épaisseur  nulle. 
Si  donc  nous  négligeons  les  ensembles  minces  il  nous  reste  comme 
seuls  possibles  les  cas  désignés  ainsi  : 

A  :  Ad  =  -H  oo,  Sd  =  —  oo,  A'  :  A„  =  H-  oo,  oe  =  —  co, 

B  =  -+-oo,  dd  fini,  IV  :  Aé,  =  +  oo,  of  fini, 

G  :  Arf  =  dd  finis  (dérivée  droite  finie),  C  :  Aff  =  ô„  finis  (dérivée  gauche  finie), 

D  :  Ad  fini.  ô,t  =  —  oo,  D'  :  Aff  fini,  <L  =  —  oc, 

Peut-on  associer  indifféremment  l'un  des  quatre  cas  gaucbes  à  l'un 
des  quatre  droits,  ce  qui  nous  donnerait  16  combinaisons  possibles? 
L'application  III  du  Second  Tbéorème  va  nous  permettre  de  constater 
que  chaque  cas  de  l'un  des  groupes  s'allie  à  un  cas  bien  déterminé  de 
l'autre  groupe,  sauf  éventuellement  sur  une  épaisseur  nulle. 

i>5.  Application  III.  —  [^ensemble  des  points  où  le  dérivé  supé- 
rieur ciïun  côté  est  -+-  co  coïncide  avec  celui  des  points  où  le  dérivé 
inférieur  du  côté  opposé  est  —  <*>,  à  une  épaisseur  nulle  près. 

Il  faut  entendre  par  là  que  les  quatre  ensembles  E,  E,,  E.,,  E3  définis 
respectivement,  par  les  conditions  suivantes  :  i°  Ad  =  -+-  x,  o„  ]>  —  ce  ; 
2°  Od  >  -  ce,  Ag  =  -f-  co;  3°  ld  =  -  oo,  Ag  <  +  oo;  _',°  Ad  <  -+-  co, 
o„  =  —  »,  où  les  inégalités  m  <^ -i- x>  ou  m'  j> — »  désignent,  la 
première  un  nombre  m  fini  ou  infini  négatif,  la  seconde  un  nombre  m' 
fini  ou  infini  positif,  ces  quatre  ensembles  sont  de  mesure  nulle. 
Supposons  qu'il  en  soit  autrement.  L'un  de  ces  ensembles  est  doué 
d'épaisseur.  Supposons  que  ce  soit  le  premier.  E  contient  un  ensemble 
parfait  I',,  épais  en  lui-même  et  en  chaque  point  duquel  le  dérivé 
supérieur  droit  est  ■+-  oo,  le  dérivé  inférieur  gauche  étant  fini  ou  infini 
positif.  Soit  un d'extrémités  an,  è„,un  contigu  à  P.  Formons  la  variation 
relative  inférieure  de  f  sur  u„en  deçà  de  /'„,  soit  (//„  VU  />„  ),.  Les  points 
.m  voisinage  desquels  les  nombres  (//„  VU />„  i,  ne sontpas bornés  infé- 
rieurement,  forment  un  ensemble  non  dense  sur  P0,  sinon  il  y  aurait 
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une  portion  de  P„  où  l'ensemble  off  =  —  oo  serait  partout  dense,  con- 
clusion contraire  à  notre  hypothèse  que  cet  ensemble  n'a  aucun  point 
sur  P.  Il  y  a  donc  un  nombre  positif  u.  et  une  portion  P  de  P0  telle  que 
les  nombres  (u„VR6„),  relatifs  aux  contigus  à  P  sont  tous  supérieurs 
à  —  ix.  D'ailleurs,  puisqu'en  tout  point  de  P0  il  y  a  le  dérivé  droit  -f-  oo, 
X,  borne  inférieure  de  ce  dérivé  sur  P,  peut  être  pris  aussi  grand 
qu'on  le  veut.  Nous  aboutissons  à  une  absurdité  d'après  le  Second 
Théorème  nous  donnant  entre  les  extrémités  a  et  b  de  P  une  variation 
relative  de  /  supérieure  à  \e  —  ij.(i  —  e),  u.  étant  fixe  et  X  aussi 
grand  qu'on  le  veut. 

On  montre  exactement  de  même  que  les  trois  autres  ensembles  E,, 
E2,  E3  sont  sans  épaisseur. 

Si.  Tirons  de  cette  proposition  III  la  conséquence  annoncée.  Si 
le  cas  A  est  réalisé  sur  un  ensemble  épais  a,  l'ensemble  a,  des  points 
de  a  où  l'on  n'aura  pas  og  =  —  <x>  (à  rapprocher  de  Ad  =  +  oo)  et  l'en- 
semble a2  agrégé  à  a  et  où  l'on  n'a  pas  Ag  =  -+-  <x  (d'après  Bd  =  —  oo) 
sont  l'un  et  l'autre  sans  épaisseur.  Donc  l'ensemble  a'  où  le  cas  A'  est 
réalisé  contient  une  pleine  épaisseur  de  a.  La  réciproque  est  vraie. 
Donc,  les  cas  A  et  A'  ne  peuvent  se  présenter  isolément  l'un  de  l'autre 
qu'en  une  épaisseur  nulle.  On  montre  exactement  de  même  que  le 
cas  B  ne  s'isole  de  D',  G  de  C,  D  de  B'  qu'en  des  épaisseurs  nulles. 
Donc,  l'ensemble  des  points  d'un  segment  se  décompose,  à  une 
épaisseur  nulle  près,  en  quatre  ensembles  où  sont  réalisés  respecti- 
vement les  couples  de  cas  (AA'),  (BD'),  (CC),  (DB').  Nous  allons 
montrer  de  plus  que  les  dérivés  finis  paraissant  dans  les  trois  derniers 
couples  sont  nécessairement  égaux  entre  eux,  à  une  épaisseur  excep- 
tionnelle nulle  près.  Occupons-nous  d'abord  du  cas  particulièrement 
remarquable  (CC)  où  nous  avons  une  dérivée  finie  de  chaque  coté. 
L'ensemble  des  points  où  il  y  a  une  dérivée  droite  coïncide,  à  une 
épaisseur  nulle  près,  avec  celui  où  il  y  a  une  dérivée  gauche.  Mais  on 
sait  <pie  l'ensemble  des  points  où  la  dérivée  droite  et  la  dérivée 
gauche,  supposées  existantes,  différent  l'une  de  l'autre  est  dénom- 
brable  (27).  Donc  : 

S3.  Application  IV.-    Si  f  possède  en  tout  point  d'un  ensemble 
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épais  II   une   dérivée  finie   d'un    côté,    elle  possède    une   dérivée 
bilatérale  sur-  une  pleine  épaisseur  de  R. 

Et  par  suite,  en  rapprochant  ce  résultat  de  la  proposition  II  :  Si 
sur  un  ensemble  épais  G,  /possède  des  dérivés  finis  pour  un  même 
côté,  constant  ou  variable,  f  possède  une  dérivée  bilatérale  sur  une 
pleine  épaisseur  de  G. 

Enfin,  établissons  le  théorème  suivant,  dont  l'énoncé  me  paraît 
entièrement  nouveau,  non  seulement  comme  les  précédents  par  sa 
généralité,  mais  même  par  la  relation  qu'il  exprime  en  certains  nom- 
bres dérivés  : 

lîd.  Application  V.  —  L'ensemble  des  points  où  un  dérivé  extrême, 
de  rang  et  de  côtés  quelconques,  est  fuà  et  différent  du  dérivé 
extrême  de  rang  et  de  côté  opposés  aux  siens,  cet  ensemble  est 
mince. 

Il  s'agit  de  montrer  que  l'ensemble  E  caractérisé  par  les  conditions  : 
A„  iini,  od^  Ag,  et  les  trois  ensembles  analogues  définis  en  échangeant 
d'une  part  les  lettres  o  et  A,  d'autre  part,  les  indices  d  et  g,  sont  tous 
les  quatre  minces.  Montrons-le,  par  exemple,  du  premier.  Nous 
savons  d'abord  que  l'ensemble  :  A„  fini  avec  od  =  —  ce,  est  mince  (53) 
et  aussi  que  l'ensemble  A„.<  ûd  est  dénombrable  (27).  Si  donc  E  est 
épais,  il  le  demeure  encore  si  nous  le  réduisons  à  l'ensemble  :  od 
fiui  <A„  fini.  Nous  pouvons  par  suite  trouver,  comme  nous  l'avons 
déjà  expliqué,  un  nombre  positif  //  et  un  entier  p  positif,  négatif  ou 
nul,  tel  que  l'ensemble  K.  ainsi  conditionné  : 

ôd  fini  <C pli  <  {p  4-  i  )h  <  A„.  fini 
soit  épais. 

Soit  P,   un  ensemble  parfait  épais  en  lui-même  agrégé  à  K. 

De  ce  que  od  est  fini  sur  P,,  je  conclus  que,  u„  ou  a„bn  désignant 
un  contigu  quelconque  à  P,,  l'ensemble  des  points  de  P,  au  voisinage 
desquels  la  variation  relative  inférieure  de  /'sur  //„  au  delà  de  a„  n'est 
pas  bornée  inférieuremenl,  est  non  dense  sur  P,.  Car,  si  les  nombres 
Vli,  (/',  a,n  u„)  étaient  non  bornés  inférieurement  en  tout  point 
de  P,  (  ou  d'une  portion  de  P,),  il  y  aurait  des  dérivés  droits  infinis 
négatifs.  De  même  l'ensemble  des  points  où  (u,l\\\b,l)sf  n'est  pas 
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borné  supérieurement  est  non  dense  sur  P,,  parce  que  sur  P,  il  n'y 
a  pas  de  dérivé  supérieur  gauche  infini  positif.  Il  existe  donc  une 
portion  P  de  P,  et  un  nombre  positif  a,  tel  que  dans  tout  intervalle  un 
contigu  à  P,  on  ait 

D'ailleurs  en  tout  point  de  P,  les  dérivés  A„  et  ùd  vérifient  les 
inégalités  caractérisant  K.  Donc,  en  consultant  le  Tableau  de  la 
page  186  aux  quatrième  et. septième  lignes,  nous  trouvons,  a.  et  p 
étant  deux  points  quelconques  pris  sur  P, 

{p  +  i)  h  —  fx  (  i—  e) <  (aVR(3)/</>A  -+-fx  (  1-  e), 

d'où 

1  —  e 

h  <  2  u. » 

e 

relation  impossible,  u.  et  h  étant  fixes,  tandis  que  e  peut  être  rendu 
par  un  choix  approprié  de  «  et  de  [3  aussi  voisin  de  i  qu'on  le  veut. 


CHAPITRE  III. 

RÉALISATION    DES    QUATRE   (US    FONDAMENTAUX    DES    NOMBRES    DÉRIVÉS. 

57.  Les  cinq  résultats  essentiels  établis  par  l'application  du  Second 
Théorème  ne  nous  empêchent  nullement  d'admettre,  et  nous  confir- 
merons cette  opinion  par  des  exemples  effectifs,  que,  si  un  dérivé 
extrême  d'un  certain  côté  est  fini  sur  un  ensemble  épais  ou  même  sur 
une  épaisseur  pleine,  le  second  dérivé  extrême  du  même  côté  peut, 
sur  des  épaisseurs  non  nulles  du  premier  ensemble,  être  aussi  bien 
infini  que  fini.  Mais,  fait  très  remarquable,  que  l'un  ou  l'autre  de  ces 
deux  derniers  cas  se  présente,  il  y  aura  toujours  du  côté  opposé  à 
celui  du  premier  dérivé  un  autre  dérivé  extrême  égal  à  celui-ci  (avec, 
bien  entendu,  l'exception  possible  d'un  ensemble  sans  épaisseur). 

Appelons  associés  deux  dérivés  extrêmes  relatifs  à  un  même  côté; 
opposés,  deux  dérivés  extrêmes  relatifs  à  des  côtés  et  à  des   rangs 
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différents,  par  exemple  Ad  et  Sg.  Les  cinq  propositions  résultant  du 
Second  Théorème  se  résument  dans  l'énoncé  suivant  : 

Sauf  aux  points  d'une  épaisseur  nulle,  deux  dérivés  associés  sont 
égaux  s'ils  sont  finis  (II),  inégaux  si  l'un  au  moins  est  infini  (I). 
Deux  dérivés  opposés  sont  simultanément  fuis  et  égaux  (IV  et  V) 
ou  infinis  et  inégaux  (III). 

De  ceci  résulte  quV/  n'y  a  de  dérivé  médian  bilatéral  que  dans 
le  cas  (  AA')  où  les  dérivés  extrêmes  de  chaque  côté  sont  +  ce  et  —  ce, 
et  alors  tout  nombre  fini  est  un  dérivé  bilatéral  médian.  Ce  cas 
est  même  le  seul  où  il  y  ait  au  moins  deux  dérivés  bilatéraux  distincts, 
en  négligeant  toujours  les  ensembles  minces  (  '  ). 

Nous  désignons  par  [BD'J,  [CC'J,  [DB]  au  lieu  de  (BD'),  ...,  les 
associations  de  dérivés  exprimées  par  ces  dernières  parenthèses,  mais 
en  y  supposant  de  plus  les  dérivés  finis  égaux  entre  eux.  Pour  montrer 
l'indépendance  mutuelle  des  cas  (AA'),  [BD'],  [CC],  [DB'],  nous 
prouverons  d'abord  que,  le  troisième  étant  mis  à  part,  chacun  des 
trois  autres  peut  être  réalisé  isolément  sur  un  ensemble  parfait  épais, 
en  dehors  duquel  la  fonction  possède  une  dérivée  finie  et  continue; 


(')  Soient  G  la  courbe  représentative  de  la  fonction  continue/  et  M  un  point 
de  G.  Appelons  angle  dérivé  droit  (gauche)  en  M,  l'angle  formé  par  les 
positions  limites  des  demi-droites  joignant  M  à  un  point  M'  de  C,  d'abscisse 
supérieure  (inférieure)  à  celle  de  M,  et  tendant  vers  celle-ci.  En  négligeant  dans  C 
un  ensemble  de  points  se  projetant  sur  Ox  en  une  épaisseur  nulle,  les  angles 
dérivés  latéraux  Arf  et  Atf  présentent  nécessairement  lune  des  quatre  dispositions 
simultanées  suivantes.  Soient  M  s  et  M  z'  respectivement  les  demi-parallèles  à  Oy 
ascendante  el  descendante  menées  par  IV1 . 

i°  Au  et  A„  valent  chacun  deux  droits  et  >onl  biadjacents,  leurs  côtés  coïnci- 
dant avec  Ms  et  M  s'  (cas  AA')  ; 

2°  et  4°  Arf  et  Aff  sont  non  nuls,  adjacents  et  supplémentaires,  leur  côté  com- 
mun étant  soit  Ms  (cas  [BD'J),  soit  M:'  (cas  [DB'  )); 

3°  A,/  et  A„  sont  nuls,  portés  par  une  même  droite  indéfinie  (tangente)  incli- 
née sur  Oy  (cas  [CC']). 

Si  y  possède  une  dérivée  seconde  généralisée,  A,/  et  A„  sont  opposés  par  le 
sommet.  Les  cas  [IJD'"j  et  [UI5'|  ne  peuvent  se  présenter. 
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ensuite,  que  les  quatre  cas  peuvent  être  réalisés  séparément  sur 
une  épaisseur  pleine  ou  simultanément  dans  tout  intervalle  sur  des 
épaisseurs  non  nulles.  Enfin,  nous  rappellerons  ce  fait  connu  qu'une 
fonction  peut  avoir  une  dérivée  (3e  cas)  coïncidant  sur  une  épaisseur 
pleine  avec  une  fonction  continue  quelconque  sans  différer  par  une 
simple  constante  de  la  primitive  de  cette  dernière  dans  aucun  inter- 
valle. 

->8.  Mais  auparavant,  examinons,  d'après  les  théories  précédentes, 
ce  que  l'on  peut  conclure  de  l'hypothèse  d'une  fonction  continue  f 
possédant  en  chaque  point  au  moins  un  dérivé  extrême  fini  o.  Nous 
supposons  donc  que  tp  coïncide  en  chaque  point  avec  l'un  des  quatre 
dérivés  extrêmes  sans  qu'on  sache  lequel,  le  côté  et  le  rang  de  ce 
dérivé  pouvant  d'ailleurs  changer  d'un  point  à  un  autre.  Soit  P  un 
ensemble  parfait  quelconque,  continu  ou  discontinu.  Nous  pouvons 
énoncer,  d'après  le  Premier  Théorème,  le  résultat  suivant  : 

Si  f  possède  en  tout  point  au  moins  un  dérivé  extrême  fini, 
l'ensemble  H  est  non  dense,  des  points  de  P  au  voisinage  desquels 
simultanément  les  deux  dérivés  inférieurs  de  f  sont  non  bornés 
mférieurement  sur  P,  et  les  deux  dérivés  supérieurs  sont  non 
bornés  supérieurement  sur  P. 

En  effet,  s'il  en  était  autrement,  il  existerait  une  portion  m  de  P 
dont  chaque  point  appartiendrait  à  l'ensemble  fermé  H.  Alors,  chacun 
des  dérivés  supérieurs  serait  -+-oo  sur  un  résiduel  de  &,  chacun  des 
dérivés  inférieurs  serait  —  oc  sur  un  résiduel  de  rrr.  Ces  quatre  résiduels 
auraient  en  commun  un  résiduel  de  ts  en  chaque  point  duquel  aucun 
des  quatre  dérivés  extrêmes  ne  serait  fini,  ce  qui  est  contraire  à  notre 
hypothèse  que  l'un  d'eux  coïncide  avec  la  fonction  finie  <p.  Donc,  sur 
toute  portion  \\  de  P,  il  existe  une  portion  P'0  en  tous  les  points  de 
laquelle  on  a  :  ou  bien  A,/< />*,,  ou  bien  Srf>ma,  ou  bien  d.,<m3, 
ou  bien  o„<  m .n  m,  ou  ma  ou  m3  ou  ///,  étanl  fixes  sur  trr.  Observons 
d'abord  que,  si  P  est  le  continu,  les  quatre  dérivés  extrêmes  avant 
même  maximum  et  même  minimum  dans  toul  intervalle,  on  peut 
énoncer  le  résultat  suivant  : 
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Si  cp  nombre  partout  fini  coïncide,  en  tout  point  avec  Vun  ou 
l'autre  des  quatre  dérivés  extrêmes  d'une  fonction  continue,  Ven- 
semble  K  des  points  au  voisinage  desquels  a  n'est  borné  ni  supé- 
rieurement ni  in fé rieur ement  (sur  le  continu)  est  non  dense  sur  le 
continu. 

Supposons  que  P  diffère  du  continu.  Faisons  intervenir  le  Second 
Théorème.  Le  cas  (AA')  n'est  nulle  part  réalisé,  puisqu'il  ne  com- 
prend aucun  dérivé  extrême  fini.  Supprimons  de  ab  l'ensemble  yj  sans 
épaisseur  où  l'on  n'a  aucun  des  cas[BD'],  [CC'J,  [DB].  Alors,  sur 
l'épaisseur  pleine  complémentaire  E,  en  chaque  point,  les  dérivés 
extrêmes  finis  coïncident  entre  eux,  donc  avec  <p.  Si  donc  un  dérivé 
supérieur  est  borné  supérieurement  ou  si  un  dérivé  inférieur  est  borné 
inférieurement  sur  toute  une  portion  de  P,  il  en  est  exactement  de 
même  de  cp  considéré  sur  P  hors  de  yj.  Enfin,  tout  point  de  ï]  étranger 
à  K  étant  intérieur  à  un  intervalle  où  cp  est  borné  soit  supérieurement, 
soit  inférieurement,  réduisons  yj  à  sa  partie  rj,  commune  avec  K.  Nous 
concluons  ainsi  notre  analyse  : 

VI  bis.  Si  une  fonction  continue  possède  en  tout  point  un  dérivé 
extrême  fini  cp,  de  rang  et  de  côté  indifféremment  variables,  il  est 
possible  de  négliger  un  certain  ensemble  mince  et  non  dense  sur  le 
continu  yj,,  tel  que,  P  étant  un  ensemble  parfait  quelconque,  les 
points  de  P  au  voisinage  desquels,  sur  P  et  hors  de  yj, ,  cp  n'est  borné 
ni  supérieurement  ni  inférieurement,  forment  un  ensemble  non 
dense  sur  P. 

89.  Exemple  III.  —  Réalisa/ion  sur  un  ensemble  parfait  discon- 
tinu épais  en  lui-même,  du  cas  \VA)'\  avec  une  fonction  possédant 
hors  de  cet  ensemble  une  dérivée  continue. 

Montrons  qu'il  est  possible  à  une  fonction  continue  d'avoir,  sur  un 
ensemble  de  la  nature  dite,  pour  dérivé  supérieur  droit  -+-  oc,  pour 
dérivé  inférieur  gauche — yz,  les  (leur  autres  dérivés  étant  finis  et 
égaux,  plus  précisément  nuls.  Soient  P  cet  ensemble,  a  et  b  ses  points 
extrêmes,  u,,  u.,,  ...,  //„,  ...  ses  intervalles  contigus.  Choisissons  y' 
nul  sur  I'.   Sur  chacun  des  uu,  faisons  /  positif,  continu  et  pourvu 


SUR    LES    NOMBRES    DERIVES    DES     FONCTIONS    CONTINUÉS.  I Q7 

d'une  dérivée  continue  à  l'intérieur  de  un.  A  cette  fin,  la  valeur  yn  de  / 
sur  un  se  déduira  d'une  fonction  y(x)  définie  sur  l'intervalle  o  —  i 
par  transformation  linéaire  séparément  de  la  variable  et  de  la  fonc- 
tion. y(x)  aura  pour  nombre  dérivé  supérieur  droit  à  l'origine  -+-  oc, 
et  pour  dérivé  inférieur  gauche  au  point  i,  —  oc.  Posons 


Pour  que,  à  l'origine  et  au  point  i,  les  dérivés  de  y(x),  respecti- 
vement droit  et  gauche,  non  encore  examinés  soient  nuls,  nous  multi- 
plierons Y(x)  par  une  fonction  oscillant  de  o  à  i,avec  une  fréquence 
infinie  aux  deux  extrémités  du  segment.  INous  choisissons  pour  ce 
facteur 

SI  II" , 

x(i  —  X) 

et  pour  ne  pas  modifier  le  maximum  de  Y  entre  o  et  i,  correspondant 


a  x=  -■>  nous  prenons 
2  r 


u=ï. 


Soit  donc 

y  (x)  =  4  v^l1      a")  sl"2  u 


8x(i  —  x) 

y  est  continu,  jamais  négalif,  mais  nul  en  une  infinité  de  points 
admettant  les  deux  valeurs  limites  oeti;  va  pour  maximum  l'unité 

qu'il  atteint  pour  x  =  -;  y{%)  a  une  dérivée  finie  et  continue  en  tout 

point  comprise  entre  o  et  i .  En  zéro,  ses  nombres  dérivés  extrêmes, 
définis  seulement  à  droite,  sont  o  et  -h  oc.  En  i,  ses  dérivés  extrêmes 
gauches  sont  o  et  —  oc.  Posons 

y  „(■'■)     '■„.>  I 


et  portons  notre  attention  sur  le  choix  de  r„,  que  nous  déterminons 
de  la  façon  suivante  :  un  est  siLué  sur  un  certain  segment  conquis  entre 
deux  éléments  géométriquement  consécutifs  de  la  suite  :  point  a, 
point  b,  intervalles  unui,...,u„  ,.  Ce  segment  a  une  certaine  Ion- 
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gueur  p„.  Prenons  rn=\llpn.  Je  dis  que  /,  maintenant  entièrement 
défini,  satisfait  aux  conditions  imposées  à  ses  dérivés.  D'abord,  vérifions 
la  continuité  de  f.  p„  étant  la  longueur  de  l'un  des  segments  conservés 
entre  a  et  b,  quand  on  a  extrait  de  ab  les  intervalles  contigus  ut, 

«a,  ...,  m„-i,  p„  tend  vers  zéro  avec  ->  puisque  P  ne  contient  par 

hypothèse  aucun  segment  continu.  Par  suite,  le  maximum  de  / 
sur  un,  soit  r„  =  y/p„,  tend  vers  zéro  avec  un.  Donc,  selon  un  résultat 
antérieur  (1 1),  /"est  continu  en  tout  point  du  segmente/A.  En  tout  point 
extérieur  à  P,  /coïncidant  avec  une  fonction  yn  est  continu  et  pos- 
sède une  dérivée  finie.  Aux  points  de  première  espèce  de  P,  /  possède 
du  côté  opposé  à  P  un  nombre  dérivé  nul  et  un  autre  infiniment 
grand  de  signe  conforme  à  l'énoncé  du  problème.  Soit  d'ailleurs  \  un 
point  quelconque  de  P.  /  (!;)  est  nul.    f(x)  étant  positif  ou  nul, 

_ i  ^    n'est  jamais  négatif  si  x  est  à  droite  de  £,  jamais  positif 

si  x  est  à  gauche  de  \.  D'ailleurs,  quel  que  soit  \,  il  y  a  de  part  et 
d'autre  de  \  une  infinité  de  valeurs  de  x  tendant  vers  \  et  où/  est  nul. 
Si  \  est  de  seconde  espèce,  ce  sont  entre  autres  les  points  de  P  tendant 
de  l'un  ou  l'autre  côté  vers  \.  Si  t;  est  de  première  espèce  et  fron- 
tière de  «„,  les  x  sont  :  du  côté  de  \  opposé  à  un,  les  points  de  P;  du 
même  côté  que  u,n  les  points  en  infinité  voisins  de  «jet  où  s'annule  j-"„(:r). 
Donc,  en  tout  point  de  P,  le  dérivé  inférieur  droit  et  le  dérivé  supé- 
rieur gauche  sont  nuls. 

Passons  aux  deux  autres  dérivés.  Supposons  \  de  seconde  espèce. 
La  suppression  progressive  dans  ab  des  intervalles  un  u.2,  ...,  u„,  ..., 
laisse  successivement  \  sur  des  segments  p(0,  p(S),  ...,  p'p),  ...,  dont 
chacun  est  compris  dans  le  précédent,  dont  le  nomhre  n'est  pas 
limité,  puisque  P  ne  contient  aucun  segment  continu,  dont  l'un  d'eux 
enfin  ne  disparaît  pour  faire  place  au  suivant  à  la  suppression  d'un 
intervalle  contigu  à  P  (pie  si  cet  intervalle  supprimé  se  trouve  préci- 
sément lui  appartenir. 

Quand  nous  passons  de  p(p)  à  p'"1',  c'est  que  nous  venons  d'intro- 
duire à  l'intérieur  de  s  '''  un  intervalle  u„  sur  lequel  nous  attribuons 
à  /"des  valeurs  non  partout  nulles,  mais  atteignant  pour  maximum 
précisément  \f^'  en  un  certain  point  .^(d'ailleurs  milieu  de  «„). 
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\xp  —  £|  est  inférieur  à  plp}.  Donc, 


o  étant  compris  entre  —  i  et  -+-  i  et  possédant  le  signe  de  xp  —  ij,  donc 
étant  positif  ou  négatif,  selon  que  u„  est  à  droite  ou  à  gauche  de  \. 
Or,  est-il  possible  que  ce  signe  soit  invariable  à  partir  d'une  certaine 
valeur  de/??  Nullement.  En  effet,  \  étant  supposé  de  seconde  espèce, 
est  intérieur  à  taus  les  segments  plp)  le  contenant,  et  étranger  à  tous 
les  segments  un.  Est-il  possible  qu'à  partir  d'une  certaine  valeur  k  de  p, 
l'intervalle  un  dont  l'extraction  de  p(p)  remplace  le  segment  antérieu- 
rement conservé  p'^1  contenant  Sj,  par  le  segment  p{p+i)  contenant 
encore  !j,  est-il  possible  que  ces  u„  soient  tous  d'un  côté  invariable 
de  £?  Non,  car  si  les  un  considérés  étaient  tous  par  exemple  à  droite 
de  £,  entre  l'extrémité  gauche  de  p'*1  et  ij,  il  n'y  aurait  jamais  d'inter- 
valle u„  extrait.  Donc,  le  segment  limité  par  ces  deux  points  serait 
agrégé  à  P  qui  ne  serait  pas  discontinu,  contrairement  à  notre  hypo- 
thèse. Donc,  lésa,,  extraits  successivement  des  plp),  opération  substi- 
tuant p(/,+  ,)  à  p'*',  sont  tantôt  d'un  côté  de  \,  tantôt  du  côté  opposé,  sans 
qu'il  y  ait  évidemment  aucune  loi  générale  réglant  celte  alternance. 
Mais  les  points  xp,  intérieurs  aux  «„,  sont  eux  aussi  en  infinité  des 
deux  côtés  de  \.  Ils  tendent  vers  !;,  puisque  la  longueur  du  segment  p(p) 

contenant  xp  tend  vers  zéro  avec--  Donc,  en  \  le  dérivé  supérieur 

droit  est  +  ce,  le  dérivé  inférieur  gauche  est  — x. 

Si  ;  est  de  première  espèce  dans  P,  \  appartient  pareillement  tou- 
jours aux  segments  conservés  au  moment  de  la  m1"1"'  opération  consis- 
tant dans  la  suppression  sur  ab  de  u„.  \  est  donc  comme  tout  à  l'heure 
situé  sur  une  suite  de  segments  conservés  p(,),  p(2),  ...,  p(p),  ...;  mais, 
comme  il  est  extrémité  d'un  intervalle  //,„,  quand  on  supprime  dans  le 
segment  p(î)  auquel  \  est  à  ce  moment  intérieur,  l'intervalle  //„,, 
\  devient  extrémité  de  p'',+,).  11  restera  extrémité  de  tous  les  p{<1+/"  sui- 
vants et  le  côté  de  q  où  se  trouveront  ces  segments  sera  le  côté  opposé 
à  //„,,  celui  où  il  est  limite  de  points  de  P.  Si,  par  exemple,  !j  est  extré- 
mité gauclie  de  //,„,  on  aura  xp  —  ,<C°,  si  //„  est  extrait  de  p(p)  en 


< 
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supposant  p  ]>  q,  et  par  suite 

f(*p)-f(Z)  _      y/p7^ 

Donc,  le  dérivé  inférieur  gauche  en  \  est  —  oc,  comme  en  tout  autre 
point  de  P.  (Nous  avons  déjà  vu  que  le  dérivé  supérieur  droit  en  \ 
est  -+-  30,  d'après  le  choix  de  f  sur  um).  On  montre  exactement  de 
même  que  le  dérivé  supérieur  droit  en  toute  extrémité  droite  d'inter- 
valle contigu  à  P  est,  comme  partout  ailleurs  sur  P,  -+-00.  Les  con- 
ditions annoncées  sont  donc  partout  réalisées  sur  P.  Le  changement 
de/en  —/nous  donnerait  sur  P  le  cas  [DB'J.  La  substitution  de  —  x 
à  x  changerait  le  signe  des  dérivés  mais  aussi  leurs  côtés,  donc 
laisserait  subsister  le  cas^BD']. 

Une  très  légère  modification  à  la  construction  précédente  nous 
donnera  le  cas  (AA')  sur  le  même  ensemble  P,  la  fonction  ayant  tou- 
jours hors  de  P  une  dérivé  finie  et  continue  en  chaque  point. 

00.  Exemple  IV.  —  Réalisation  sur  un  ensemble  épais  en  lui- 
même  du  cas  (AA').  —  Choisissant  toujours  f  nul  sur  P,  nous 
faisons  coïncider  f  sur  un  avec  une  fonction  yn  ainsi  définie  dans 
cet  intervalle.  Prenons  toujours 

Y(a-)  =  v/.''(i-x), 
mais 

k 
y0(x)  =Y  (a;)  sin 


x(i  —  x) 

k  étant  une  constante  numérique;  yg  possède  un  certain  maximum 

positif  jjl  et  un  certain   minimum    négatif   —  u.'  atteints  pour  deux 

valeurs  0  et  0'  de  x\  y0(x),  continu  entre  o  et  1  et  nul  en  ces  deux 

points,  a  également  une  dérivée  continue  dans  cet  intervalle,  sauf  aux 

extrémités,   où    il    a    pour    dérivés    extrêmes   vers    l'intérieur    +00 

et  —  ao.  Nous  posons 

(x—  a„\ 

r„  étant  choisi,  comme  il  a  été  dit,  égal  à  \fç^).  Le  maximum  et  le 
minimum  dej^sont  respectivement  rn]x  et  —  /•„  jjl' atteints  en  an+0un 
et  «„  +  0w„,  0  et  0'  étant  fixes.  On  verra  sans  aucune  difficulté  qu'en 
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tout  point  l  limite  de  points  de  P  d'un  seul  côté  ou  des  deux,  les 
quatre  nombres  dérivés  extrêmes  ont  bien  les  valeurs  +  so  pour  les 
deux  supérieurs  et  —  co  pour  les  deux  inférieurs. 

(il.  Exemple  V.  —  Fondions  réalisant  les  quatre  cas  fonda- 
mentaux, soit  isolément  sur  des  épaisseurs  pleines,  soit  simulta- 
nément sur  des  ensembles  partout  épais. 

Nous  utiliserons  les  fonctions  auxiliaires  suivantes.  Appelons 
fonction  doublement  nulle  sur  un  ensemble  parfait,  ou  même  sim- 
plement fermé  H,  une  fonction  nulle  sur  H  et  dans  un  rapport  borné 
avec  le  carré  de  la  distance  de  x  à  H,  quand  x  n'appartient  pas  à  H. 
Si  x  est  situé  dans  l'intervalle  u„  ou  anbu  contigu  à  H,  selon  que  x  est 

inférieur  ou  supérieur  à    — -,   la  distance  de  ./;  à  H  est  x  —  a„ 

n- 

ou  b„  —  x.  Soit  o  cette  distance.  Le  quotient    —    — — j- est, 

dans    l'un    ou    l'autre    cas,  —. ^    ou    ; —      — :■  Il    est    compris 

'   {bn  —  xf  (x  —  aay  l 

entre  -^  et  — •  Une  fonction  doublement  nulle  sur  H  est  donc  égale 

"n  "7, 

sur  u„  à  '/,'*'      a" — \- - — — ,  A  étant  borné.  Le  maximum  de  IX  I  sera 

u  l       ' 

u  n 

appelé  le  coefficient  relativement  à  H  de  cette  fonction  doublement 
nulle  sur  H.  Une  fonction  doublement  nulle  séparément  sur  divers 
ensembles  fermés  a,  relativement  à  cbacun  d'eux,  un  coefficient 
propre. 

L'expression  -        .,      .. — —  étant  manifestement  décroissante   en 

x  —  \  et  \'  —  x  supposés  positifs,  si  f  est  une  fonction  doublement 
nulle  sur  H  et  de  coefficient  A,  on  a,  pour  toute  valeur  de  x  comprise 
entre  deux  points  quelconques  \  et  \'  agrégés  à  U, 

Delà  définition  delà  double  nullité  de /'sur  II  résulte  que  le  quo- 
tient  J  , — Iz^-  est  borné,  quels  que  soient  £  sur  H  et  x  indifférem- 

nient  situé,  et  enfin  que  f  possède  une  dérivée  nulle  en  tout  point 
de  H. 


Journ.  de  Math.  (7*  série),  loine  I.  —   I';isc.   II,   igi5. 
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62.  Supposons  le  segment  o  —  i  décomposé  indifféremment  en 
quatre  ensembles  E,,  E2,  E3,  E.,  partout  ou  non  partout  épais  ou 
minces.  Montrons  la  possibilité  de  définir  une  fonction  f  réalisant  res- 
pectivement sur  une  pleine  épaisse///-  de  E,,  Eo,  E3,  E.,  chacun  des 
quatre  cas  fondamentaux.  Si  E,(i^/:/|)  n'est  pas  mince,  nous  le 
décomposons  en  une  infinité  dénombrable  d'ensembles  parfaits  dis- 
continus (19),  épais  en  eux-mêmes,  deux  à  deux  distincts,  Q,,  Q,+4, ..., 
Qi+i/M  •  •  •>  augmentés  d'un  ensemble  mince  E,.  Deux  ensembles  Qm 
dont  l'indice  divisé  par  4  donne  deux  restes  différents  appartiennent  à 
deux  ensembles  E,-  différents  et  sont  eux  aussi  distincts.  La  réunion 
des  ensembles  Q,„  constitue  une  épaisseur  pleine.  Désignons  par  P,„  la 
réunion  des  ensembles  Qt,  Q2,...,  Q,„.  Qm  est  intérieur  à  certains 
contigus  um_,  (en  nombre  limité)  de  P,„  ,.  Soit  Q",_,  la  portion 
de  Q„,  située  dans  «",_,.  Nous  allons  montrer  la  possibilité  de  définir 
une  fonction  continue/  réalisant  le  /'<me  cas  fondamental  sur  Q,>4a  à 
la  fois  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  //  et  les  quatre  indices  i. 

La  fonction _/* sera  définie  comme  étant  la  somme  d'une  série 

/i+/î+  ...+/« -h  .... 

Supposons  que  fm  soit  une  fonction  :  i°  doublement  nulle  sur  P„,_, 
avec  un  coefficient  inférieur  à  —  ;  i°  réalisant  sur  Q„,  le  i"me  cas  fonda- 
mental si  m  —  i  est  divisible  par  4;  3°  possédant  une  dérivée  finie  en 
tout  point  étranger  à  P,„.  Je  dis  que  moyennant  ces  conditions  :  i°  la 
série  fm  converge;  2,°  sa  somme /'est  une  fonction  continue;  3°  en 
tout  point  de  Qm, /réalise  le  même  cas  fondamental  que  /„,. 

En  effet,  soit  ùm  la  distance  de  x  à  P,„.  D'après  la  première  bypo- 
thèse  des/m  et  l'inclusion  de  P,„  dans  P,„(/,,  on  a  toujours,  que  o,„  soit 
nul  ou  positif, 

pour  toute  valeur  enlière  et  positive  de  p.  ici,,,  étant  toujours  inférieur 
à  i,  la  série  f,„  est  évidemment  uniformément  convergente  et  sa 
somme/est  une  fonction  continue.  Posons 

S„=/i-)-/j+  ...  •+-/„,         R„     ./'„   ,   i    ..., 
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nous  avons 

S,„_,  est  la  somme  d'un  nombre  limité  de  fonctions  dont  chacune, 
d'après  la  troisième  condition  des  fm,  est  douée  d'une  dérivée  finie 
en  tout  point  étranger  à  I\„_,  ;  car  un  tel  point  est  a  fortiori 
étranger  à  P,,  P2,  ...,  Pm   ,.  Quant  àR,„,  d'après  la  limitation  trouvée 

pour  |/,„+/,|,  cette  fonction  est  en  valeur  absolue  inférieure  à  —  o;;,  ; 

elle  est  donc  doublement  nulle  sur  P„,  et  y  possède  la  dérivée  zéro. 
Donc,  en  tout  point  de  l'ensemble  simultanément  agrégé  à  P„,  et 
étrangère  P,„  ,,  c'est-à-dire  en  tout  point  de  Q,„,  la  différence  f — fm 
possède  une  dérivée  finie  o.  Si_/m  réalise  un  des  quatre  cas  fondamen- 
taux en  un  point  de  Q,„,  en  ce  point,  /réalisera  le  même  cas  fonda- 
mental; car  à  un  dérivé  latéral  infini  de  /'„,  correspond  pour  le 
même  côté  le  même  dérivé  infini  pour/',  et  à  deux  dérivés  extrêmes 
finis  et  égaux  pour/,,,  correspondent  pour  /  les  deux  mêmes  dérivés 
extrêmes  finis  et  égaux. 

La  réalisation  annoncée  sera  donc  effective  si  nous  savons,  sur  tout 
élément  Q"t_,,  former  une  fonction  fm  présentant  le  cas  fondamental 
désiré.  Pour  le  cas  [CC  ]  (m  =  3  +  4  h),  nous  posons/",,,  =  o.  Pour  les 
autres  cas,  désignons  par  -p(P)  l'une  des  fonctions  construites 
selon  les  règles  des  n"s  51)  et  (>0,  et  réalisant  sur  l'ensemble  parfait  P 
le  cas  (AA'),  [BD'|,  [DB'|  que  l'on  veut,  <|>(P)  ayant  d'ailleurs 
une  dérivée  finie  et  continue  hors  de  P.  On  peut  toujours  supposer 
la  valeur  absolue  de  ']>(P)  inférieure  à  un  en  divisant  cette  fonction 
par  un  facteur  convenable  indépendant  de  x.  Désignons  par  {\"m  ''' 

produit  «J,[Q-]  x  {jC~"'"^~Xy-   Y„,  étant  le  produit  de  HQ",  ) 

par  un  facteur  continu,  dérivable  el  positif  à  l'intérieur  de  «",,  réalise 
en  tout  point  de  cel  intervalle,  et  en  particulier  en  tout  point  de  Qm+i, 

le  même  oas  fondamental  que  (f'CQm)  (').  D'ailleurs  ,b"lll  est  double- 
ment nul,  de  coefficient  un  au  plus  relativement  au  couple  (a",,  //',). 

(  '  )  _/'  ci  j ii i  c tin ue  el  douée  il  une  dérivée  finie  au  point   i .  g  étant  au  même 

point  continue,  considérons  les  propriétés  différentielles  du   produit  fg  en  ce 

iih'-iiii'  pnint.  Siy'cst  mil  m    >',/g  possède   la  dérivée  fg  ai ;me  point  el  y 

réalise  par  suite  le  cas  [CC].  Si  f(x)  n'est  pas  nul,  \i  étant  pour  un  des  côtés 
un  dérivé  quelconque  médian ixtrême  de  g,   les  nombres  dérivés  de  fg  se 
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Posons  /,„=  o  sur  tous  les  segments  restant  sur  o  —  î  quand  on  en 
retranche  les  intervalles  en  nombre  fini  u"   ,  et  fm=  — '■]/',  ,  sur//,,,  ,. 

/il  —  1  t/     '"■  ry  Fil       1    fil —  I  //( — I 

Il  est  visible  que  la  fonction  /*,„,  complètement  définie  sur  le 
segment  o  —  î,  vérifie  les  trois  conditions  exigées  d'elle,  et  cela 
quel  que  soit  le  cas  fondamental  désigné  pour  être  réalisé  sur  Qm. 
La  construction  que  nous  avions  en  vue  est  donc  effectuée. 

65.  Exemple  VI.  —  Montrons  qu'une  fonction  peut  avoir  en  tout 
point  d'une  épaisseur  pleine  une  dérivée  nulle  (cas  [CC'J)  sans  être 
constante  dans  aucun  intervalle. 

Considérons,  en  effet,  sur  deux  segments  :  ah  composé  de  points  x, 
a£  constitué  de  points  E,  deux  ensembles  parfaits  admettant  ces 
points  extrêmes  énoncés,  le  premier  P,  d'épaisseur  supérieure 
à  0  sur  ab,  le  second  II,  de  mesure  nulle.  iNous  définissons  comme 
nous  l'avons  expliqué  (  10)  une  première  fonction  g(x)  sur  ab,  une 
deuxième  y(ij)  sur  a(3,  croissantes  l'une  sur  P,,  l'autre  sur  II,,  con- 
stantes g(x)  sur  les  segments  contigus  deP, ,  y(£)  sur  ceux  de  II, ,  et 
prenant  chacune,  sur  ces  divers  segments,  l'ensemble  e  des  valeurs 

rationnelles  de  la  forme  —  (A' entier  impair)  positives  et  inférieures 

à  un.  Les  points  de  seconde  espèce  x  de  P,  et  \  de  II,  d'une  part,  les 
segments  contigus  à  P,  et  ceux  de  II,  d'autre  part,  quand  g(x)  ety(^) 
prendront  sur  eux  les  mêmes  valeurs,  seront  par  définition  considérés 
comme  éléments  homologues  des  deux  ensembles.  Sur  deux  segments 
contigus  homologues,  nous  faisons  correspondre  l'une  à  l'autre  les 
extrémités  de  même  côté.  Alors,  quel  que  soit  x,  agrégé  à  P,,  il  lui 
correspond  un  nombre  ^  et  un  seul  agrégé  à  II,,  et  réciproquement. 


déduisent  linéairement  de  jjl,   selon  une  formule,  ajjt  ■+-  [3,  avec  «  =/,  (3=  g/'. 

Car,  1 1 ;i ii s  l'égalité 

Afg  A/'        rAg        .     Af 

A.r  -  °  Ax       J  Ax  °  Ax 

—  tend  vers  une  limite  finie  /  '  el  A  -  vers  zéro,  quand  A  a;  est  infiniment  petit. 

Ax  ' 

hune  si,  en  <■,  s  réalise  un  de-*  quatre  cas  fondamentaux,  el  si  /  est  positif, 
fg  réalise  le  même  cas  fondamental.  Si  f  es,  négatif,  les  deux  eus  |  VA  ),  [CC] 
sont  conservés,  [BD'J  el  1 1  >l>  '  |  su  ni  échangés. 
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Deux  nombres  de  P,  ont  pour  homologues  deux  nombres  de  II, 
offrant  le  même  sens  d'inégalité.  A  deux  éléments  (points  ou  inter- 
valles) distincts  de  P,,  l'un  gauche,  l'autre  droit,  correspondent 
dans  II,  deux  éléments  de  même  nature,  le  premier  gauche,  le  second 
droit.  Nous  ne  modifierons  plus  la  correspondance  des  points  de  P, 
etde]T,.  Nous  allons  seulement  répartir  dans  leurs  contigus  homo- 
logues de  nouveaux  ensembles  que  nous  ferons  correspondre  entre 
eux  comme  P,  et  II,.  On  peut  supposer  que  l'on  donne  les  mêmes 
numéros  d'ordre  aux  intervalles  contigus  u"  et  a>"  correspondants  dans 
les  deux  ensembles.  Alors,  si  up  et  u'[  sont  contigus  à  P,,  upt  étant  à 
gauche  de  //'',  u>p{  est  encore  à  gauche  de  co*.  Sur  chaque  segment 
contigu  à  P,,  d'extrémités  «,',,  b]r  ayant  pour  correspondant  oc" (3" 
contigu  à  II,,  nous  plaçons  un  ensemble  parfait  P"  de  points 
extrêmes  a",  //,',de  mesure  supérieure  à  G. a" 6".  Plaçons  de  même 
sur  a"  (3"  un  ensemble  parfait  II"  de  mesure  nulle  et  d'extrémités  a"  ,  (3". 

Nous  pouvons  établir  entre  les  points  de  P"  et  ceux  de  If"  d'une 
part,  entre  leurs  intervalles  contigus  d'autre  part,  une  correspondance 
respectant  la  disposition  des  éléments  homologues.  P"  ayant  pour 
extrémités  a" ,  b",  tout  point  de  l'intervalle  a"b"t  est  soit  agrégé  à  P", 
soit  intérieur  à  un  contigu  (et  non  pas  un  semi-contigu)  de  cet 
ensemble.  Il  en  est  de  même  pour  tout  point  de  l'intervalle  a"[3"rela- 
tivement  à  II".  Tout  point  de  ab  est  soit  agrégé  à  l'ensemble  parfait 
P2  réunissant  P,  et  les  P",  soit  intérieur  à  un  contigu  de  l'un  des  P'2' 
(de  même  les  contigus  de  l'ensemble  II2  réunissant  II,  et  les  II '2' 
sont  exclusivement  les  contigus  à  ces  derniers  ensembles).  Dans  le 
premier  cas,  le  point  x2  de  P2  a  un  homologue  £2  sur  IL.  Dans  le 
second  cas,  le  pointa;'  étranger  à  IL  est  intérieur  à  un  contigu  «'„"  de 
l'un  des  P".  Son  homologue  :'  n'est  pas  encore  défini.  Mais  il  sera 
intérieur  à  oj"' contigu  à  II"  homologue  de  //'".  Il  est  facile  de  voir 
que  deux  éléments  /,  /  points  ou  contigus  de  P2  ont  des  homologues 
t,  t'  de  même  nature  présentant  la  même  disposition.  (  lela  est  évident 
si  l  et  i'-  sont  l'un  et  l'autre  identiques  ou  agrégés  à  des  éléments 
distincts,  points  ou  contigus  de  I',  d'après  la  croissance  de  la  corres- 
pondance établie  entre  points  et  contigus  de  P, ,  d'une  part,  points  et 
contigus  de  II,  d'autre  part.  Les  seuls  autres  cas  sont  ceux  où  /  et  /' 
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supposés  distincts  sont  agrégés  au  même  contigu  u'[  à  P,,  auquel  cas 
ce  sont  des  éléments  distincts  d'un  même  ensemble  parfait  P"  et 
leurs  homologues  t,  t',  agrégés  à  co",  sont  des  éléments  de  même 
nature  de  II".  Or,  les  caractères  de  la  correspondance  (P",  II")  main- 
tiennent la  même  conclusion. 

Nous  allons  maintenant  définir  deux  suites  d'ensembles  parfaits 
P3,  P^,  ...,  P,.,  ...  sur  ah,  1I3,  IL,,  ...,  IL,  ...  sur  a{3,  et  les  explications 
précédentes  nous  permettront  d'aboutir  plus  vite  aux  conclusions. 
Chacun  des  Pr  d'une  part,  chacun  des  II,.  d'autre  part,  contient  les 
précédents  et  est  agrégé  à  tous  les  suivants.  Supposons  réalisée  entre 
les  éléments,  points  et  contigus  de  Pr,  et  ceux  de  IIr  une  correspon- 
dance croissante  biunivoque  et  réciproque.  Soient  u"r  et  eu"  deux 
segments  contigus  homologues  quelconques  de  Pr  et  II,..  Formons 
deux  ensembles  parfaits  discontinus  P"+)  et  II"+),  ayant  respectivement 
mêmes  points  extrêmes  que  les  segments  u"  et  y",  le  premier  d'épais- 
seur supérieure  à  6  sur  «",  le  second  métriquement  nul,  mais  avec  des 

contigus  toujours  inférieurs  en  longueur  à  -•  Etablissons  une  corres- 
pondance du  type  maintes  fois  énoncé  entre  les  éléments  de  P"  et 
ceux  de  II".  Si  Pr+I  est  la  réunion  de  Vr  et  desP"+1,  si  IL.,.,  réunit  IL  et 
les  II;"+1,  les  correspondances  établies  entre  les  points  de  Pr  et  de  IIr, 
entre  les  éléments,  points  ou  contigus  des  P"+|  et  ceux  des  II"+I, 
constituent  une  correspondance  entre  les  éléments,  points  ou  contigus 
de  Pr+I  et  les  éléments  de  même  nature  relatifs  à  IL+1,  avec  conser- 
vation de  la  disposition  ;  on  le  montre  comme  pour  r-H  i  =  2.  L'ho- 
mologue d'un  point  xr  de  Pr  restant  le  même  quand  on  considère  xr 
comme  agrégé  à  P,+,,  cet  homologue  reste  le  même  quand  on  consi- 
dère xr  dans  P,+/M  quel  que  soit  p.  Cet  homologue  est  toujours  un 
point  ir  de  El,..  Et  réciproquement  quand  on  passe  d'un  point  de  IL 
à  un  point  de  ai.  Le  complémentaire  de  P,+l  a  sur  ah  une  épaisseur 
inférieure  à  celle  du  complémentaire  de  Pr  multipliée  par  (1  —0). 
La  première  est  donc  inférieure  à  (1  —  O)^'.  De  même,  le  complé- 
mentaire de  II,  est  constitué  d'intervalles  dont  le  plus  grand  est  infé- 
rieur à  -■  Soient  donc  V  et  II  les  ensembles  réunissant  respectivement 
les  P,  cl  les  II,,  l'est   une  pleine  épaisseur  île  ah.  Il,,  au  contraire, 
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est  mince,  mais   son    complémentaire   ne    contient  aucun   intervalle 
puisque  le  plus  grand  contigu  à  llr  est  inférieur  à  '-■  Donc,  P  et  II  sont 
partout  denses,  le  premier  sur  ab,  le  second  sur  ocp\  D'ailleurs,  P  et  II 
sont  gerbes.  Leurs  complémentaires  par  rapporta  ab  et  a|3,  C  et  T, 
l'un  et  l'autre  résiduels,  sont  partout  denses,  et  le  premier  mince, 
le  second  pleinement  épais.  Un  point  quelconque  de  P  appartient 
à   un   certain   Pr  et  à    tous   les   suivants.    Son    homologue  dans  IL 
et  dans  tous  les  ensembles  suivants  est  un  certain  point  invariable 
de  II,  et  réciproquement.   Le  premier  et  ce  dernier,  x  et  l,  seront 
considérés   comme    homologues   dans  P    et  II.   De  plus,   si  x<j, 
xety  étant  agrégés  à  P,  donc  respectivement  a  deux  ensembles  P^ 
et  IL,  donc  à  P?+,  et  à  tous  les  suivants,  x  et  y  ont  dans  II  des  homo- 
logues J|,  yj  dont  le  premier  est  le  plus  petit.  Et  réciproquement.  La  cor- 
respondance de  P  et  de  II  conserve  donc  la  disposition  mutuelle  des 
points.  P  et  II  étant  partout  denses  sur  ab  et  oep,  six'  est  un  point 
de  C,  x' détermine  une  coupureenlre  les  points  de  P  situés  à  sa  gauche 
et  ceux  qui  sont  placés  à  sa  droite,  et  a/ est  la  borne  commune  de  ces 
deux  classes  c,  et  c2,  dont  la  première  n'a  donc  pas  d'élément  le  plus 
à  droite,  ni  la  seconde  d'élément  le  plus  à  gauche.  Les  classes  y,  et  y2 
const.tuées  des  points  de  II  homologues  de  c,  et  de  r„  sont  de  même  la" 
première  entièrement  à  gauche  de  la  seconde.  La  première  n'a  aucun 
élément  le  plus  à  droite  ni  la  seconde  aucun  élément  le  plus  à  gauche. 
Comme  l'ensemble  y,  +  ya  =  H  est  partout  dense,  y,  et  y.,  sont  sépa- 
rées par  une  borne  commune  £'  étrangère  à  II,  donc  agrégée  à  Y.  Les 
points  de  C  et  de  Y  se  correspondent  réciproquement  et  univoque- 
ment.  On  pourrait  encore  établir  ainsi  leur  correspondance  :  x'  n'ap- 
partenant à   aucun   P,„  appartient,  quel  que  soit  m,  à   un  intervalle 
contigu  à  ?m,  soit  uj,ï).  A   ce  dernier  correspond  un  intervalle  com 
contigu  à  II,,,;  „„,,,(.,   )  étant  intérieur  à  «■(*'),  *>*+,  est  intérieur 
à  w,„.  D'ailleurs,  la  longueur  de  w,„  tend  vers  zéro  avec  -  ■  Donc  les  <o 
ont  en  commun  un  point  et  un  seul,  £'. 


<>."">  bis.  Nous  avons  donc  réalisé  une  correspondance  :  =  f(x)  où 
maintenanl  nous  faisons  varier  x  arbitrairemenl  sur  ab  dans  I'  ou 
dans  (  1  et  en  même  temps  \  entre  a  et  p\  sur  II  ou  sur  I'.  ,\  ,  ,  est  „,,, 
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fonction  croissante  et  continue  (')  dans  tout  intervalle  et  elle  trans- 
forme une  pleine  épaisseur  deab,  savoir  P,  en  un  ensemble  de  mesure 
nulle  11  et  inversement  un  ensemble  mince  C  en  T,  épaisseur  pleine 
de  a p\  Nous  allons  montrer  que  f(x)  a  une  dérivée  nulle  sur  une 
pleine  épaisseur  de  ab. 

D'abord,  f  étant  croissant  dans  tout  intervalle,  l'ensemble  des 
points  où  f(x)  n'a  pas  une  dérivée  nulle,  cet  ensemble  existe.  Je  dis 
qu'il  est  mince.  S'il  en  était  autrement,  il  y  aurait  un  ensemble 
E  épais,  en  chaque  point  duquel  un  dérivé  supérieur  de  f  serait 
positif.  Comme  nous  l'avons  expliqué  souvent,  il  existe  alors  un 
nombre  positif  À  et  un  ensemble  épais  E,  en  chaque  point  duquel  l'un 
des  deux  dérivés  supérieurs,  le  droit  par  exemple,  surpasse  X.  En  dési- 
gnant la  partie  commune  à  E,  et  à  P„,  tous  les  E"  ne  sont  pas  sans 
épaisseur,  puisque  E,  est  la  somme  des  E"  et  de  l'ensemble  commun 
à  E,  et  à  C,  ensemble  mince.  Soient  donc  E'"  un  ensemble  épais  et  II 
un  ensemble  parfait  épais  en  lui-même  agrégé  à  E"1,  donc  à  Pm.  En 
tout  point  de  H,  le  dérivé  supérieur  droit  surpasse  A. 

D'après  le  Second  Théorème, y  étant  croissant  dans  tout  intervalle 
contigu  à  H,  entre  deux  points  quelconques  a'  et  b'  de  H,  séparés  par 
une  épaisseur  e  de  cet  ensemble,  la  variation  relative  de  f  surpasse  At». 
Ou  encore,  la  variation  simple  de  /'entre  ces  deux  points  a'  et  b'  sur- 
passe \l,  l  étant  la  mesure  de  H  entre  ces  deux  points. 

En  retranchant  de  aj3  un  certain  nombre  d'intervalles  contigus  à  t\, 
ensemble  parfait  homologue  de  H,  et  par  suite  agrégé  à  IT,„,  nous  ras- 
semblons ï)  sur  un  certain  nombre  de  segments  dont  chacun  a  ses 
extrémités  sur  yj  et  dont  la  longueur  totale  est  aussi  petite  que  l'on 
veut,  puisque  la  mesure  de  yj  est  nulle,  comme  celle  de  II,„.  Mais 
chacun  de  ces  segments  ol\$\  représente  la  variation  de  f  entre  les 
points  homologues  a'(i  b\  de  II  et  surpasse  par  conséquent  A/,,  /,  étant 
la  mesure  de  H  entre  a',  et  b\.  La  longueur  totale  de  ces  segments 
surpasse  donc  À£/,  et  enfin  XL,  L  étant  la  mesure  de  IL  Ceci  est 
absurde,  cette  somme  pouvant  être  supposée  aussi  petite  que  l'on  veut 
et  L  étant  par  contre  positif. 

(')  Une  fonction  croissante  dans  un  intervalle,  et  qui  peut  dans  cet  intervalle 
i-ni'ncicler  avec  tous  les  nombres  compris  entre  ses  valeurs  extrêmes,  est 
continue. 
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La  fonction  f(x)  n'a  donc  de  dérivé  supérieur  positif  qu'en  un 
ensemble  mince.  Partout  ailleurs,  donc  sur  une  épaisseur  pleine, 
comme  elle  est  croissante,  elle  a  pour  dérivée  zéro. 

6i.  Soit  0(m)  une  fonction  définie  dans  l'intervalle  o  — i  décrit 
par  u,  et  possédant  en  tout  point  des  nombres  dérivés  finis.  Alors,  la 
fonction  0  [/(#)]  =  '\>(x)  admet  pour  dérivés  en  x,  où  f  prend  la 
valeur  u  et  a  une  dérivée,  tous  les  nombres  obtenus  en  multipliant  les 
divers  dérivés  médians  ou  extrêmes  de  ô(«)  par  f'(x).  Donc  en  tout 
point  x  de  l'intervalle  ab,  sauf  en  un  ensemble  mince  T,  '\>'(x)  exis- 
tera et  sera  nul.  Nous  verrons  (')  la  possibilité  queQ(w)  ait  une  dérivée 
finie  a  signe  variable  dans  tout  intervalle.  Alors,  dans  tout  intervalle, 
ty(x)  ne  sera  ni  constant  ni  doué  d'un  sens  de  variation  déterminé  et 
cependant  fy(x)  aura  une  dérivée  nulle  sur  une  épaisseur  pleine. 

En  tout  cas,  il  est  acquis  dès  à  présent  qu'une  fonction  continue 
possédant  une  dérivée  nulle  sur  une  épaisseur  pleine  admet  dans  tout 
intervalle  une  indétermination  au  moins  aussi  grande  que  celle  d'une 
fonction  arbitraire  à  nombres  dérivés  finis.  Donc,  la  connaissance 
d'une  fonction  finie  cp  qu'une  fonction  inconnue^ est  assujettie  à  pos- 
séder pour  dérivée  sur  une  épaisseur  pleine  ne  pai  ticularise  que  très 
vaguement  f.  Mais  si  /joint  à  ce  premier  caractère  un  second  défini 
dans  une  autre  Partie  de  ce  Mémoire  (savoir  d'être  «  résoluble  »), 
f  est  entièrement  déterminé  à  une  constante  addilive  près. 


Exemple  de  fonction  en  tout  point  variante 
et  douée  d'un  dérivé  latéral  médian  ou  extrême  nul. 

(>;».  Les  fonctions  de  Weierstrass  et  de  M.  Darboux,  fournies  par  des 
développements  trigonométriques  remarquables,  réalisent,  comme  il 
est  facile  de  le  voir,  le  cas  fondamental  (AA')  des  nombres  dérivés 
sur  une  épaisseur  pleine,  en  dehors  de  laquelle  on  a  partout  le 
dérivé  -t-  ~n  pour  un  côté  et  le  dérivé  —  ao  pour  l'autre,  ces  côtés  étant 

(')  1  >a ii ^  la  seconde  Partie  de  ce  travail,  appelée  sans  doute  à  paraître  au 
Bulletin  delà  Société  mathématique  pour  igi5. 

Journ.  dr  Mni/i.  (  -■'  série),  tome  I.    -  Fasc.  U,  191  i. 


2IO  ARNAUD    DEXJOY. 

évidemment  variables  dans  tout  intervalle.  Nous  allons  chercher  dans 
les  mêmes  types  d'expressions,  des  fonctions  possédant  en  tout  point, 
au  moins  pour  un  côté,  le  dérivé  médian  ou  extrême  zéro.  Les  pre- 
mières fonctions  n'avaient  évidemment  de  dérivée,  même  unilatérale, 
finie  en  aucun  point  d'aucun  côté.  Elles  n'ont  davantage  de  dérivée 
bilatérale  infinie  en  aucun  point.  Mais,  a  priori,  rien  n'empêche  qu'en 
certains  points  (d'un  ensemble  forcément  mince)  elles  ne  possèdent  à 
la  fois  la  dérivée  +  x  d'un  côté  et  la  dérivée  —  oc  de  l'autre.  Cette 
dernière  possibilité  elle-même  sera  évidemment  exclue,  pour  nos 
fonctions  possédant  en  chaque  point  au  moins  d'un  côté  le  dérivé 
médian  ou  extrême  zéro.  Cependant  il  ne  serait  pas  absurde  que  notre 
exemple  comportât  en  certains  points  (d'un  ensemble  forcément  mince 
et  gerbe,  donc  rare  aux  deux  points  de  vue  métrique  et  descriptif) 
une  dérivée  infinie,  mais  pour  un  seul  côté  bien  entendu.  Je  laisse  au 
lecteur  le  soin  de  rechercher  s'il  est  possible  pour  une  fonction  de 
n'avoir  en  aucun  point  ni  pour  aucun  coté  de  dérivée  finie  ni  infinie, 
et,  en  cas  de  réponse  affirmative,  de  trouver  des  exemples  particuliers 
dans  une  telle  classe  de  fonctions. 

Les  fonctions  que  nous  allons  considérer,  sommes  de  séries  de  termes 

a„  cos(//„t.("  +  «„), 

tireront  uniquement  leurs  propriétés  des  ordres  de  croissance  ou  de 
décroissance  en  n,  des  nombres  bn  et  an.  Des  choix  plus  particuliers 
des  bn  et  des  a„  permettraient  (comme  dans  l'exemple  de  Weierstrass 

où  oc„  vaut >  b„  étant  la  puissance  ra'eme  d'un  entier  impair  )  d'ob- 

tenir  les  mêmes  propriétés  différentielles  de. /avec  des  ordres  de  crois- 
sance légèrement  réduits  pour  />„  et  a„.  Nous  ne  porterons  pas  notre 
attention  sur  ces  points  de  détail.  Supposant  les  an  positifs,  nous 
prendrons  a„  =  o.  Le  lecteur  se  rendra  compte  de  la  persistance  des 
conclusions  obtenues  ci-dessous,  quand  on  donne  à  a„  toute  autre 
valeur  indépendante  de  x.  Dans  la  suite  de  ce  paragraphe,  il  sera 
question  de  nombres  infiniment  grands  ou  infiniment  petits.  Ce 
seront  toujours  des  fonctions  de  //  el  il  sera  sous-entendu  une  fois 
pour  toutes  que  leur  caractère  d'infinitude  se  présente  quand  l'entier  // 
croît  indéfiniment . 
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Nous  supposerons  toujours  la  série  a„  convergente.  La  série 
a„cosb„x  est  donc  uniformément  convergente  et  sa  somme  f  (x) 
est  une  fonction  continue  de  x.  Nous  appelons  terme  principal 
d'ordre  n,  le  niéme  terme  et  abscisses  principales  d'ordre  n,  les  valeurs 
de  x  rendant  maximum  ou   minimum  le  terme  principal  de  même 

ordre,  donc  les  valeurs  t-j  h  étant  un  entier.  Les  points  correspondants 

de  la  courbe  C  d'équation  y  =/(.r)  seront  appelés  sommets  prin- 
cipaux d'ordre  re,  supérieurs  si  k  est  pair,  inférieurs  pour  k  impair. 
Nous  poserons 

«,  coib{nx  +  . .  .-+-  ancosb,lr>x  =  Sn(x),         an+tcosbn+iTzx  -+-... -t-  —  rn(x), 

donc 

/(  x)  =  S„_,  ( x )  +  «„  cos  èn7r#  +  r„(.c). 

Le  choix  des  a„  et  bn  sera  guidé  par  cette  idée  que,  les  n  -  i  pre- 
miers termes  de  f(x)  étant  fixés,  si  bn  est  pris  de  plus  en  plus  grand, 
entre  deux  abscisses  principales  consécutives  d'ordre  n,  S„  diffère 
de  son  dernier  terme  par  une  fonction  de  plus  en  plus  assimilable  à 
une  expression  linéaire  (ou  à  un  trinôme  du  second  degré),  et  que, 
d'autre  part,  en  bornant  à  notre  gré  pn,  le  reste  r„(x)  modifiera  d'aussi 
peu  que  nous  voudrons  en  valeur  absolue  la  validité  de  cette  approxi- 
mation de/. 

i°  Cherchons  d'abord  une  condition  suffisante  pour  que  J\x)  ne 
possède  en  aucun  point  une  dérivée  finie.  Il  en  sera  certainement  ainsi 
dès  que  /'  possédera  en  tout  point  un  nombre  dérivé  infini.  Soient  Mk 
et  MtH  deux  sommets  principaux  consécutifs  d'ordre  n.  Il  est  facile 
d'obtenir  que  la  pente  de  MAM*+1  soit  infiniment  grande  avec  n  el 
positive  si  le  premier  sommet  est  inférieur,  négative  s'il  est  supérieur. 
(  lar,  .'/,  étant  l'abscisse  de  Mk,  en  supposant  d'abord  k  impair  (M*  est 
un  sommet  inférieur),  la  variation  dea„  cos /;„-.'■  de  xk  à  xh  ,  est  20,. 
Ladérivée  deS„_,(a;)  étant  inférieure  en  valeur  absolue  à  -T„  ,.  avec 

(7,6,  +  . . .  f  a„b„    -  T„, 
la  variation  absolue  de  S„  ,  entre  ',,  ei  xk+t  =  xk-t-  7'  est  inférieure 
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à  r-  T„_,  et  celle  de  rn(x)  l'est  à  23,,.  La  variation  de  f  de  xk  à  xk+{ 


b 

surpasse  donc 


2A„ -j-   K-l—  îpn- 


Si  A-  était  pair,  cette  même  variation  serait  inférieure  à  l'expression 

précédente  changée  de  signe.  La  condition  imposéeà  la  pentede  MAMA+I 

est  donc  que 

2{an—p„)b„—  nT„_t  —  u„ 

soit  infiniment  grand  positif. 
Si  nous  posons 

«„="",       bn=b", 

a„  devant  d'abord  surpasser  p„,  il  faut  que  a  soit  inférieur  à  -  ;  il  faut 

ensuite  visiblement  que  ab  surpasse  l'unité.  Dès  lors,  le  quolienl  de  un 
par  i  (tb)n  tend  vers 


i  —  a        ab  —  1 
qui  doit  être  positif,  ce  qui  nous  donne  la  condition 

,                t.     i  —  a 
(tb  >  i  H • 


Si  nous  prenons,  comme  dans  l'exemple  de  Weierstrass  pour  b,  un 

entier  impair  et  pour  a„  la  valeur '->  et  non  point  la  valeur  zéro, 

toute  abscisse  principale  d'une  ordre  n  le  demeure  pour  tous  les  ordres 
suivants  :  rM(x)  aura  en  ces  points  une  valeur  immédiatement  calcu- 
lable et  ne  contrariant  pas  au  maximum  la  variation  du  terme  prin- 
cipal entre  xk  et  xk+y.  D'où  la  possibilité  de  réduire  le  minimum  de  b, 
pour  une  valeur  donnée  de  a  ('). 

(')  Soit 

/(.r)  =  V«"  co*b"r..r, 
i 

//  étant  un  entier.  Si  b  est  impair,  loul  sommet  principal  supérieur  ou  inférieur 
d'ordre  »,  i*'*ie  principal  et  de  mêi spèce  pour  unis  les  ordres  n   ■  /<  supé- 
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Supposons  donc  vérifiée  la  condition  :  u„  infiniment  grand  positif 
avec  ».  Je  dis  qu'en  tout  point  x,  f  aura  un  nombre  dérivé  infini 
M  étant  le  point  figuratif  de/en  x,  montrons  la  possibilité  de  joindre  M 
à  un  sommet  M,  d'ordre  n,  infiniment,  voisin  de  M  pour  n  infini,  et  tel 
que  la  pente  de  MMA  surpasse  un  en  valeur  absolue.  Si  x  est  abscisse 
principale  d'ordre  n,  et  coïncide  avec  xk,  nous  pouvons  prendre  h 
égal  à  k  -  x  ou  à  k  H-  i  à  notre  gré.  Si  x  n'est  pas  abscisse  principale 
d'ordre  n,  x  appartient  à  un  intervalle  xkxk+t.  Les  pentes  des 
droites  MM*  et  M  M,+  (  comprennent  entre  elles  la  pente  de  MAM*+1. 
(Car  dans  le  triangle  MM,MA+1  la  parallèle  menée  par  M  au  côté 
opposé  appartient  à  l'angle  de  sommet  M  extérieur  au  triangle.  )  L'une 
des  deux  premières  est  donc  supérieure  en  valeur  absolue  à  un.  MA  est 


rieurs  au  premier.  Dans  «,„,  p„  s'ajoute  à  an  au   lieu  d'en  être  retranché.  Le 

1  a"  a" 

reste  r_,(ar)  vaut  en   un  sommet  supérieur  d'ordre  n,  — -  ,  et  -   ;  _  q  en  un 

sommet  intérieur.    11  y  aura  donc  une  pente  M,  M*+1  infiniment  grande  du  signe 
de  (—  i)*+S  si 

ab>i+  -(i  —  a) 

et  alors,  en  tout   point,  /,  ayant  un  dérivé  infini,   sera   certainement  dépourvu 
de  dérivée  bilatérale  finie. 

De  même  la  condition  (plus   avantageuse  que  celle  de  Weierstrass  s,  a  est 

voisin  de  i), 

ab>i-\ (i  —  «), 

2 

nous  donne  certainement  en  tout  point  l'association  du  dérivé  +  00  pour  un  coté 
et  du  dérivé  —  oc  pour  l'autre. 

S,  b  était  un  entier  pair,  tout  somme!  principal  supérieur  on  inférieur  d  ordre  n 
sérail  principal  supérieur  pour  tout  ordre  n  +  />.  rn{x)  serait  indépendant  de  /. 
et  la  variation  de  rn(x  |  de  xt  à  xk  , ,  est  nulle.  Dans  u„,  p.  peut  être  supprime. 
La  présence  d'un  dérivé  infini  en  tout  point, celle  du  dérivé    h  *  d  un  côte  el  en 

même   temps   du   dérivé        *  de  L'aulri .1  assurées  respective ni  avec  les 

conditions 

«i>H-->  ai»  >!+—-> 


■. 


ans  hypothèse  sur  la   parité  de  b  (ou  plutôt  dans  l'hypothèse  la  plu,  défa- 


ans  i  ■  %  |  » 

\  orable  ). 
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défini  dans  tous  les  cas.  Donc  les  variations  relatives  de  /entre  x  et  xh 
admettent,  pour  n  infini,  au  moins  une  valeur  limite  infinie,  x  —  x-A, 
positif  ou  négatif,  est  inférieur  à  j-  et  par  suite  infiniment  petit.  11  y  a 

donc  en  x  au  moins  un  nombre  dérivé  infini  pour  au  moins  un  côlé. 

2°  Montrons  que,  un  étant  supposé  positif  et  infiniment  grand,  en 

général  /(x)  aura  sur  une   épaisseur  pleine    les  dérivés  extrêmes 

bilatéraux  -+-  ce  et  —  =c.  Posons,  pour  chaque  valeur  de  n,  où  x  n'est 

l,    ■     a 

pas  une  abscisse  principale,  x=  — — ,  ô  étant  positif  et  inférieur 

à  i .  Supposons  par  exemple  A'  pair.  Cherchons  les  valeurs  de  0  telles 
que  M*-,  M  ait  une  pente  infiniment  grande  avec  n  et  positive.  En 
bornant  convenablement  la  variation  de  S„_, (.*•),  celle  du  terme 
principal  d'ordre  n,  celle  de  rn(x),  on  voit  que  cette  pente  excède 


b. 


r      H-  6    _  ,  tt9  1 

-, ~  I  „_i-+-  2a„COS" •  2p„ 


&„,  se  réduisant  à  u„  pour  6  =  o,  est  positif  et  infiniment  grand 
pour  cette  valeur  particulière  de  G.  Supposons  que  mn  (d'ailleurs 
décroissant  en  0)  garde  ces  derniers  caractères  pour  toute  valeur 
de  0  positive  et  au  plus  égale  à  un  certain  nombre  Ô'  (nécessairement 
inférieur  à  i)  indépendant  de  n.  Posons  to'„  =  cr„  (6').  Formons,  pour 

toutes  les  valeurs  paires  de  k,  les  segments  — - —  a  —, Les  segments  i „ 

en  nombre  égal  à  bn  ont  entre  o  et  i  une  longueur  totale  égale  à  i  —  0'. 
Soit  I„  leur  ensemble.  Quand  n  croît  indéfiniment,  l'épaisseur  de  I„sur 
un  intervalle  fixe  quelconque  i  tend  visiblement  vers  i  —  0'.  Donc, 
quel  que  soit  e,  assez  petit  toutefois  pour  rendre  inférieur  à  i  le  pro- 
duit(  i  —  0')(  i  +  i)  =  co,  on  peut  à  tout  entiçr  m  faire  correspondre  un 
autre  entier  p  tel  que  les  parties  communes  à  I,„  et  aux  im+p  constituent 
une  fraction  tles  /,„  inférieure  à  co  (ou  encore  :  tel  que  \,„.p  ait  sur  I,„ 
une  épaisseur  inférieure  à  tu).  Soit  \'m  l'ensemble  (composé  uniquement 
de  segments  et  points  isolés)  commun  à  Im  et  à  Im+/,.  l'„,  a  sur  le 
segment  o  — i  une  épaisseur  inférieure  à  (  i  —  0')  to<or.  Nous 
pouvons  de  même  déterminer/?'  de  façon  que  lm+/;  ait  sur  l'ensemble 
\'m  une  épaisseur  totale  inférieure  à  tu.  \"m  ensemble  commun  à  lmi//  et 
à  l'm  ou  à  I,„,  l„,,/0  l„M/;,  aura  sur  le  segment  o  -  i  une  épaisseur  infé- 
rieure à  co3.   Par  une  progression  d'idées  évidente,  on   \  <  »  i  l   que  les 
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points  communs  à  tous  les  I,n+A  d'indice  au  moins  égal  à  m  forment 
un  ensemble  mince  J,„. 

Soit  J  la  réunion  de  tous  les  J„.  .1  est  mince.  Soit  x  un  nombre 
étranger  à  J.  x  n'appartient  à  aucun  J„.  Donc,  quel  que  soit  n,  x  est 

non  commun  à  tous  les  ensembles  I„,  . . .,  \n+in Donc  les  indices  // 

tels  que  x  soit  étranger  aux  I„  correspondants  sont  en  infinité.  Donc, 

pour  une  infinité  de  valeurs  de  n,  x  peut  se  mettre  sous  la  forme  — - — 

avec  o<  0  <[6'.  Pour  cette  suite  particulière  de  valeurs  de  //,  la  pente 
de  MA_,  M  surpasse  m'H  et  tend  donc  vers  -+-  qo.  Donc,  en  r,  /possède  le 
dérivé  gaucbe  4-00.  Les  points  analogues  à  x  contiennent  le  complé- 
mentaire de  J,  donc  forment  une  épaisseur  pleine.  En  échangeant  les 
deux  parités  de  A,  les  points  M;  f  et  MA+2,  on  montre  l'existence  sur 
une  épaisseur  pleine  d'un  dérivé  infini  de  signe  et  de  côté  donnés 
indifféremment.  Donc,  le  cas  (A  A')  est  réalisé  par/  sur  une  épaisseur 
pleine.  D'ailleurs,  une  épaisseur  pleine  étant  un  ensemble  dense,  le 
cas  fondamental  (AA')  est  aussi  réalisé  sur  un  résiduel.  L'ensemble 
des  points  où  ce  cas  ne  se  présente  pas  est  donc  non  seulement  mince, 
mais  même  gerbe. 

Les  conclusions  précédentes  valent  en  particulier  avec  les  hypo- 
thèses a  =  a",  b  =  bn  et  les  choix  de  a  et  de  b  donnant  à  un  une  partie 
principale  Aanb",  où  A  est  un  coefficient  positif  (voir  p.  212  et  sa 
note). 

3°  Formons  la  condition  pour  que  la  pente  de  la  droite  MA_,MA+,; 
joignant  deux  sommets  dont  les  rangs  diffèrent  de  trois  unités  et  sont 
par  suite  d'espèce  différente,  soit  infiniment  grande  avec  n,  et  du  signe 
de  (  —  i)*+l  (de  ces  deux  sommets,  le  supérieur  aura  donc  une  ordonnée 
plus  grande  que  l'inférieur).  11  suffit  pour  cela,  on  le  voit  comme 
dans  le  premier  paragrapbe,  que  l'expression 

■i(an—  p„)6„—  37rT„_,=  c„ 

soit  infiniment  grande  positive  avec  //. 

Si  l'on  fait 

an  =  a"         i„=6". 


a  étant  de  plus  suppose  inférieur  à  ->  on  trouve  «pie  cette  conditn 


>ii 


2l6 

sera  vérifiée  si 
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,  û-    I 


2     i  —  ">a 


Dans  l'exemple  de  Weierstrass,  grâce  au  choix  des  a„,  le  coefficient 
de  —  peut  être  remplacé  par  l'unité,  quel  que  soit  a  inférieur  à  i 

(voir  la  note  de  la  page  212). 

Je  dis  que,  dans  l'hypothèse  :  v„  infiniment  grand  positif  avec  //. 
f(x)  possède  en  tout  point  le  dérivé  +  cc  d'un  côté  et  le  dérivé  —ce  de 
l'autre. 

Soient  en  elîet  x  un  nombre  quelconque  et  M  le  point  figuratif  de  f 
en  x.  Six'  est  une  abscisse  principale  d'ordre  n  et  coïncide  avec  xk,  les 
deux   droites  MA_,M  et  MM/[+l  ont  des  pentes  de  signes  contraires, 


"«-. 


l'une  et  l'autre  supérieures  en  valeur  absolue  à  r„.  Si  l'abscisse  x  n'est 
point  principale  d'ordre  ri,  x  appartient  à  un  certain  intervalle Xxxk+\- 
Je  dis  que  l'une  au  moins  des  pentes  p'  et  p  de  MA._,M  et  MAM  est 
infiniment  grande  avec  n,  et  aussi  l'une  des  pentes/;,  etyD2  de  MMJ+I 
et  MM&+2,  et  enfin  que  la  première  et  la  seconde  peuvent  être  choisies 
de  signes  opposés. 

Montrons  d'abord  que  l'une  au  moins  des  pentes  de  MA_,  M  et  MAM 
est  infiniment  grande.  En  effet, 

•*"*  —  Xk-\  xk  —  &k  -\  xk  —  Xk- 1 

Le  premier  membre  étant  infiniment  grand  avec  n,  l'un  au  moins  des 
deux  quotients  du  second  membre  est  lui  aussi  infiniment  grand.  Donc, 
x  -   .rh  el  x  —  Xk_,  étant  positifs  et  inférieurs,  le  premier  à  xk  —  '/,_,, 
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le  second  à  i(x,( — xk_{  ),  l'un  au  moins  des  nombres  p'  et  p  est  bien 
lui-même  infiniment  grand  avec  //.  De  même  l'un  au  moins  des 
nombres  p,  et  p.,  est  infiniment  grand  avec  n.  D'ailleurs,  x  étant 
compris  entre  xk  et  xk+i,  les  pentes  p  et  p,  comprennent  entre  elles 
celle  de  MAMA+, ,  et  de  même  x  étant  situé  entre  xk_,  et  xk+2,  les 
pentes  //et/),  comprennent  entre  elles  la  pente  de  MA_,  Mft+2.  D'ailleurs 
les  pentes  de  MA.M<+1  et  de  MA._ ,  MA+,  sont  infiniment  grandes  et  de 
signes  contraires,  surpassant  en  valeur  absolue  respectivement  //„  et  c„. 
Supposons  par  exemple  A"  pair.  L'un  des  nombres  p  et  p,  est  inférieur 
à  —  un.  De  même,  de  p'  et  de  p2,  l'un  surpasse  vn.  En  résumé,  sont 
infiniment  grands  en  valeur  absolue,  d'une  part  l'un  des  nombres  // 
et/?,  d'autre  part  l'un  des  nombres  /),  et  /),  ;  l'un  des  nombres  p'  et  p2 
est  infiniment  grand  positif,  l'un  des  nombres  p  et  /),  est  infiniment 
grand  négatif. 

Je  dis  que  l'un  des  nombres  p'  et  p  est  grand  d'un  signe,  l'un  des 
nombres/»,,  p.,  étant  grand  du  signe  opposé.  En  effet,  l'un  des  deux 
nombres/?'  et/),  étant  grand  et  positif,  supposons  que  ce  soit  p'.  L'un 
des  nombres/)  et/),  est  grand  et  négatif.  Si  c'est  /),,  la  conclusion  est 
établie.  Si  c'est  /),  nous  aurons  à  notre  gauche  un  nombre  grand 
positif/)',  un  nombre  grand  négatif/).  Or,  à  droite,  nous  avons  un 
nombre  grand  en  valeur  absolue,  soit/),,  soit/);,,  qui  sera  toujours  de 
signe  opposé  à  p  ou  à  p'.  Le  raisonnement  serait  tout  pareil  avec  le 
départ  :  p2  grand  et  positif. 

Les  différences  x  —  xk  ,  et  xk+3  —  x  étant  infiniment  petites  pour  // 
infini,  il  est  donc  possible  de  déterminer  des  nombres  h  et  h'  positifs, 
tendant  vers  zéro  et  se  correspondant  de  manière  que  les  quo- 
tients Vlî(/,x  —  /',•£'))  VR(/,i',a;  +  /t')  soient  simultanément  infi- 
niment grands  en  valeur  absolue  et  de  signes  opposés.  L'existence  de 
nombres  dérivés  infinis  de  signes  différents  pour  les  deux  côtés  en  tout 
point  x  est  bien  manifeste. 

4"  En  tout  point  de  l'ensemble  où  se  présente  le  cas  (AA),  on  a 
évidemment  le  dérivé  médian  bilatéral  zéro.  Nous  savons  que  ce 
dérivé  ne  peut  pas  exister  en  tout  point  d'un  même  côté  pour  une 
fonction  variante.  Nous  allons  obtenir  qu'il  existe  en  tout  point  au 
moins  (Tun  côté  pour  une  fonction  remplissant  en  outre  les  conditions 
des  trois  premiers  paragraphes  (  vn  infiniment  grand  positif). 

Journ.  de  Math.  {-•  série),  tome  I.  —  Ka^c.  II,  io.i5.  2" 
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Soit  MA.  un  sommet  principal  d'ordre  n,  correspondant  par  exemple 
à  une  valeur  paire  de  A',  donc  un  sommet  supérieur.  La  pente  de  MA._,MA 
est  positive.  Si  la  pente  de  MA_2MA.  est  négative,  la  courbe  représen- 
tative de  /coupe  l'horizontale  de  MA  entre  Mft_2  et  MA_,.  Il  y  a 
entre  xk_2  et  xA_,  au  moins  un  point  \  où  f(%)=f(&k)-  De  même 
si  la  pente  de  MMJ+2  est  positive,  il  existe  entre  xk+{  et  x(+,un  pointa 
où  f(^')  —  f(xk).  Supposons  que  la  pente  de  MA._2MA  soit  positive,- 
celle  de  MAMA+.,  étant  négative.  Nous  allons  chercher  une  condition 
telle  que  ces  deux  droites  aient  alors  simultanément  une  pente  infi- 


niment petite  en  n,  de  façon  que.  dans  tous  les  cas,  il  y  aura  au  moins 
d'un  côté  de  :rA.  un  nombre  £,,  tel  que  la  variation  relative  de/entre  a:* 
et  \K  soit  infiniment  petite  (ou  nulle)  pour  n  infini.  La  condition 
cherchée  sera  évidemment  remplie  si  la  différence  des  pentes 
de  MAMA.+2  et  MA_nMA.  est  infiniment  petite  pour  »  infini.  Car  alors, 
ou  bien  elles  sont  l'une  et  l'autre  positives  et  alors  H'  existe,  ou  bien 
elles  sont  l'une  et  l'autre  négatives  et  alors  H  existe,  ou  bien  elles  sont  de 
signes  opposés,  mais  alors  l'une  et  l'autre  infiniment  petites  en  valeur 

absolue.  Nous  voulons  donc,  posant—  =  h,  écrire  que 
f{x  -4-  h)  -  2/(x)  +  /(x  -  h) 


c^l  infiniment  petit,  pour  n  infini.  Dans  la  différence  seconde  figurant 
au  niiméraleur,  eldécomposée  de  la  manière  déjà  expliquée,  le  terme 
principal  disparaît,  le  reste  /„(./;)  nous  donne  une  valeur  maxima4?„- 
Quant  à  la  somme  S„   ,(x),  elle  nous  fournit  vine  quantité  inférieure 
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au.  produit  par  h-  de  la  valeur  absolue  maximum  de  la  dérivée 
seconde  de  S„_,  (./;),  valeur  bornée  par  u2Vn_(,  en  posant 

aAb\-\-. . .+  anb'ft  =  Vn. 

Notre  condition  sera  donc  satisfaite  si  V„_,  :  b„  et  bnpn  sont  l'un  et 
l'autre  infiniment  petits  pour  n  infini.  Observons  que,  par  la  seconde 
hypothèse,  p„  :  an  est  infiniment  petit,  a„/>„  étant  infiniment  grand 
quand  v„  l'est.  vn  possédera  donc  ce  dernier  caractère  si  à  nos  deux 

nouvelles  conditions  nous  joignons  celle-ci  :  lim.  T„_,  :  anbn  <C  j^' 

Supposons  ces  trois  conditions  remplies.  Je  disque/présente  en  tout 
point  le  dérivé  zéro  au  moins  d'un  côté.  En  effet,  nous  allons  montrer 
que,  x  étant  invariable,  il  est  possible  de  déterminer,  pour  chaque 
valeur  de  n,  un  nombres'  inférieur  ou  supérieur  à  x,  différant  de  x 
de  moins  de  -^-  et  tel  que  la  variation  relative  de  f  entre  x  et  x'  soit 

nulle,  ou  infiniment  petite  avec-- 

D'abord  si  x  est  l'un  des  sommets  principaux  xk  d'ordre  n,  x'  peut, 
comme  il  a  été  expliqué,  être  placé  soit  en  <;,  soit  en  £',  soit  en  ^,  =  indif- 
féremment xk_s  ou  xk+i.  Supposons  x  compris  entre  xk  et  xk+l.  Sur 
la  courbe  C,  M  figurant /(x-)  est  sur  l'arc  MAMA+).  Nous  allons  voir 
d'abord  que,  la  pente  de  MA_,  MA+,  étant  de  signe  opposé  à  celle 
de  MAM/l+l,  à  toute  ordonnée  intermédiaire  à  celles  de  MA.  et  de  MA.+1, 
correspond  forcément  un  point  de  C,  soit  sur  l'arc  MA_,MA,  soit  sur 
l'arc  M.k+,  Mft+2.  Car,  en  supposant  par  exemple  A  pair,  les  deux 
segments  numériques 

/(•''/.->).     /(■'•/.)         el         /(./',,,),     /(.>;,,,) 

empiètent  l'un  sur  l'autre  d'après 

/(**_,)</(**+,),        /(a?*)     •/!■'■/.  ..) 

et  par  suite  ils  recouvrent  entièrement  tout  le  segmenl  J\x/i+,),f(.<  ■■,  l. 
Un  nombre  \  situé  entre /(x-/(ll  )  cl  f(xk)  est  alors  compris  soit 
entre  f(xh  .,  )  et/i  xk  ),  soit  entre  f(xh , ,)  et/<  xk+i).  Donc  /'prend  la 
valeur  X  soil  entre  xk  ,  el  xk,  soit  entre  xk ,,  el  .»'/,,....  Par  suite, 
admettant  toujours  une  valeur  paire  pour  /,  (et  si  /<  était  impair,  la 


220  ARNAUD    DENJOY. 

conclusion  ne  serait  évidemmenl  pas  infirmée),  si 

il  y  a  un  nombre  x'  soit  entre  xk_{  et  xk,  soit  entre  œA+(  et  xk+î, 
où /(.r' )=/<». 

Supposons  maintenant  /"(.r)  étranger  au  segment  f(xk+i),  f{xk)  et 
par  exemple  supérieur  au  second  de  ces  nombres.  La  suite  du  raison- 
nement garderait  sa  forme  avec  l'hypothèse  f( x)  <if(xk+l).  La  pente 
de  MA._,  M  est  positive  d'après 

f{x)>A&k)>A&i-i)        et        x>xk>xk_x. 

Au  contraire  la  pente  de  MMt+l  est  négative,  d'après 

f(x)>f(x/c+i)         et         x<xk+i. 

Si  donc  il  n'existe  de  nombre  x'  où  f  prenne  la  valeur  f(x),  ni 
entre  xk_i  et  #*_,,  ni  entre  xk+.{  et  xk+2,  c'est  que  certainement  les 
pentes  de  MA_2M  et  de  MM{+!  sont  la  première  positive,  la  seconde 
négative.  Nous  allons  montrer  que,  dans  ce  cas,  ces  deux  pentes  sont 
infiniment  petites  pour  n  infini. 

Posons  x  =  xk  -+-  j-  avec  o  <  0  <  i ,  A'  étant  toujours  supposé  pair, 

en  sorte  que  le  sommet  M/,  est  supérieur.  Notre  hypothèse  est  que 

/•'')-/( -r,_2)  el         /(x)-/(.r,+!) 

sont  positifs.  Pour  évaluer  ces  variations  de  /',  nous  divisons  comme 
toujours  cette  fonction  en  trois  termes,  S„_,,  le  terme  principal 
d'ordre  //  et  rn.  Nous  ne  savons  borner  la  variation  de  /•„  qu'en  valeur 
absolue,  savoir  par  2p„.  La  variation  du  terme  principal  se  calcule 

explicitement.   l'Ile  vaut  dans  les  deux  cas  —  20„sin2~  -  et  est  donc 

négative.  À  celle  de  S„_,,  nous  appliquerons  les  formules 

.,  ,  +/0-'j(.r)=/i?'(.r)+-^-o\l.         ?(•*)—  <p(a?  —  A)  =  Ay'(*)  +  —  ô'M, 

M  étant  la  valeur  absolue  maximum  de  o'(')  entre  x  —  h  elx-h/i, 
0  et  S   étant  des  nombres  de  carrés  inférieurs  à  un.   Pour  œ=  S„   ,. 
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M  est  au  plus  égal  à  ~2V„_(.  Nous  avons,  avec 


2  +  9 
X — a?/;._j=  — j  .?/,+* — X 


d'une  part 


0  <      *  -  a-,_.t      <  7T9  +  S- ' ('' )  +  Tk  t-  x  ""' 
et  de  même 

0<      xk^-x    - <  T=e  ~  S"-  (j?)  +  TâT"  v"-" 

Nous  voulons  montrer  que,  dans  chaque  double  inégalité,  le  membre 
médian,  qui  est  positif  et  représente  respectivement  la  pente  de  MA._,M 
et  celle  de  MA+..,M  changée  de  signe,  est  infiniment  petit.  Il  suffit  de 
le  montrer  pour  la  somme  des  deux.  Or,  pour  cette  dernière,  le  fait 
est  manifeste,  bnpn  et  V„_,  :  bn  étant  infiniment  petits  par  hypothèse. 

En  résumé,  quel  que  soit  x  déterminé  et  /i,  nous  pouvons  définir  un 
nombre  x'  supérieur  ou  inférieur  à  x,  tendant  vers  x  pour  n  infini, 
pendant  que  Y]\(f,  x,  x')  tend  vers  zéro.  Donc  en  tout  point  x  pour 
un  côté  au  moins  /'possède  le  dérivé  médian  ou  extrême  zéro. 

Cherchons  des  lois  particulières  pour  les  fonctions  an  et  h,n  l'entier  // 
vérifiant  les  conditions  : 

V„_,  :  b„     el     bnpn  infiniment  petits,  liin  T„_,  :  anbn  <  — . 

O  77 

Observons  que  la  somme  des  n  premières  factoriellesest  dans  un  rap- 
port infiniment  voisin  de  un  (pour  n  infini)  avec  la  dernière.  Car,  ce 

rapport  étant  i  -\ 1-  ■ — ; +. . .,  tous  les  termes  de  cette  somme  à 

11  «         n  (n  —  i  ) 

partir  du  troisième,  et  ils  sont  n  —  2,  sont  l'un  égal,  les  autres  infé- 
même,  rappelons  que  la  somme— 7  4-  —     — T  +...  est  inférieure  à  une 

.  '  *  ni         (  n  -+-  1  )  ! 


rieurs  à  — r-  Ce  rapport  est  donc  compris  entre  1  et  1  -+- De 

riin  —  1  )  '  '  '  11  —  1 


progression  géométrique  de  raison et  dont  le  premier  terme 

serait  —  •   Elle   est  donc   avec  son   premier   terme  dans  un  rapport 
compris  entre  1  et  1  H Et  si   l'on  considère  des  fonctions  u„  plus 
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rapidement  croissantes  que  ni,  on  aura  pareillement,  pour  la  somme 
de  leurs  //  premières  valeurs,  un  infiniment  grand  équivalent  au 
dernier  terme  de  la  somme  et  pour  la  série  des  inverses  des  valeurs  à 
partir  de  la  niime,  un  infiniment  petit  équivalent  au  premier  terme  de 
la  série.  Posons  doue 

o„=  [«!]-«+'         et         />„=  [«!]". 
Nous  avons 

anbn=n\,         anb\=(n\)*+\ 

T„-i>  V„_, ,  pn  sont  deux  infiniment  grands  et  un  infiniment  petit  respec- 
tivement équivalents  à  a„_Kbn_y  soit  (n  —  i)!,  a„_,  &*_,  soit[(«  —  i)!]", 
an+,  soit  [(n  -4-  i)!]-n.  Donc,  T„_,  :  a„b„  équivaut  à  ->  V„_,  :  b„  à  n~", 

b„p„  à  (n  -+-  i)~".  Donc,  nos  trois  conditions  sont  vérifiées  et  nous  pou- 
vons énoncer  la  conclusion  suivante  : 


La  fonction 


/(-r)=H(77!7^C0'7:["!]"-r 


possède  certainement  en  tout  point  les  dérivés  +  x  d'un  côté,  —  x  de 
Vautre,  et  le  dérivé  médian  ou  extrême  zéro  au  moins  d'un  côté. 
Elle  possède,  sur  une  épaisseur  pleine,  à  la  fois  les  deux  dérivés 
supérieurs  +  oo,  les  deux  dérivés  inférieurs  —  se,  et  par  suite  le 
dérivé  bilatéral  médian  zéro  (  '  ). 

Comme  nous  Pavons  dit,  un  progrès  réalisé  par  cette  fonction  sur 
celle  de  Weierstrass  consiste  en  ce  que,  l'impossibilité  pour  cette 
dernière  de  posséder  en  certains  points  une  dérivée  unilatérale  infinie 

(')  a  étant  un  nombre  supérieur  à  i  4-  3  ->  en  posant  rt„  =  <x~" '"-",  &„  =  a"  , 
d'où  pour T„_i,  V„_|,  pn,  les  équivalences  à  x"  :  (a  —  1),  a"'-",  a-"'-",  on  obtien- 
drait la  série   >  — 1 — costtx"'.'.  donnant  également  lieu  à  l'énoncé  ci-dessus. 

—  a"  -" 
1 

Il  en  sérail  plu--  généralement  de  même  avec  la  série   7  jr-  cos7r(3„.z-,  sous  la 
seule  condition  que  le  rapport  (3„ ,  1  :  ot"j„  croisse  indéfiniment. 
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de  chaque  côté  n'est  pas  établie,  tandis  qu'elle  est  bien  manifeste 
pour  la  première.  Enfin,  plus  précisément,  la  possibilité  pour  une 
fonction  d'admettre  en  tout  point,  au  moins  pour  un  côté,  le  dérivé 
zéro  a  probablement  une  assez  grande  importance  dans  la  théorie  des 
nombres  dérivés. 

NOTES. 

1.  —   Sur  les  systèmes  stricts  d'intervalles. 

Nous  avons  eu  à  étudier  à  plusieurs  reprises  la  manière  dont  cer- 
taines familles  d'intervalles  recouvrent  l'ensemble  des  points  qui  leur 
sont  intérieurs.  Examinons  cette  question  dans  toute  sa  généralité. 

Nous  ferons  d'abord  une  remarque  essentielle  :  Étant  donnés  trois 
intervalles  î„  L,  i3,  s'il  existe  un  même  point  A  intérieur  aux  trois, 
l'un  au  moins  de  ces  intervalles  est  tel  que  tout  point  intérieur  à  lui 
est  intérieur  à  l'un  des  deux  autres. 

En  effet,  soient  au3,,  a2(32,  oc3(33  les  trois  intervalles,  la  première 
extrémité  désignée  étant  pour  chacun  d'eux  celle  de  gauche.  L'un  des 
trois  points  se,,  a,,  a;i  n'esta  droite  d'aucun  des  deux  autres.  Supposons 
que  ce  soit  a, ,  a2  et  a3  peuvent  séparément  ou  simultanément  coïncider 
avec  a,  ou  être  à  sa  droite,  mais  ne  sont  ni  l'un  ni  l'autre  à  gauche  de  a,. 
Si  p\  n'est  à  gauche  d'aucun  des  points  (3„,  (33,  tout  point  intérieur 
à  ia  ou  à  i3  est  compris  entre  a,  et  [3,,  donc  est  intérieur  à  /,.  La  pro- 
position est  alors  établie.  Si  au  contraire  l'un  des  points  [32  et  [3,  est  à 
droite  de  (3,,  je  peux  toujouis  supposer,  en  échangeant  s'il  le  faut  les 
indices  de  i,  et  de  i„  que  $2  n'est  pas  à  gauche  de  (33.  Alors  tout  point 
compris  entre  a,  et  (32,  s'il  est  à  gauche  de  A,  est  intérieur  à  /,,  s'il  est 
à  droite  de  A,  est  intérieur  à  i.,,  s'il  est  en  A,  est  intérieur  aux  deux, 
par  hypothèse.  Or,  tout  point  intérieur  à  /.,,  donc  compris  entre  a3  et 
83,  est  à  droite  de  a,  et  à  gauche  de  j3.2.  Il  est  donc  soit  dans  s',,  soit 
dans  i.,.  c.  Q.  F.  d. 

Si  donc  on  appelle  champ  (ou  région)  couvert  par  des  intervalles, 
l'ensemble  des  points  intérieurs  à  au  moins  l'un  d'eux,  le  champ 
couvert  par  trois  de  ces  intervalles,  auxquels  un  certain  point  esl 
simultanément  intérieur,  peut  être  couvert  avec  deux  seulement  de 
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ces  intervalles.  Nous  dirons  encore  qu'un  point  est  couvert  par  un 
intervalle  s'il  lui  est  intérieur.  Si  donc,  parmi  divers  intervalles  en 
nombre  fini  couvrant  l'intérieur  d'un  certain  segment,  chacun  pos- 
sède en  propre  au  moins  un  point  intérieur  qu'il  est  seul  à  couvrir, 
il  n'y  a  pas  de  points  intérieurs  simultanément  à  trois  ni  à  plus  de  trois 
de  ces  intervalles.  Car,  s'il  existail  un  tel  point  intérieur  à  p  intervalles, 
on  pourrait  supprimer  p  —  2  de  ces  intervalles  sans  retrancher  un  seul 
point  recouvert.  Il  suffirait  de  conserver  seulement,  parmi  les  p  inter- 
valles, les  deux  qui  ont  l'un  l'extrémité  la  plus  (ou  l'une  des  plus)  à 
gauche,  l'autre  l'extrémité  (ou  l'une  des  plus)  à  droite. 

Nous  dirons  qu'un  système  d'intervalles  en  nombre  fini  ou  infini  est 
strict,  si  pour  chaque  intervalle  du  système  il  existe  au  moins  un  point 
qu'il  est  seul  à  couvrir,  donc  qui  est  intérieur  à  lui  et  à  lui  seul.  La 
suppression  d'un  intervalle  dans  un  système  strict  diminue  le  champ 
couvert.  D'ailleurs,  si  une  famille  d'intervalles  possède  la  propriété 
qu'aucun  point  ne  soit  simultanément  intérieur  à  plus  de  deux  d'entre 
eux,  il  ne  s'ensuit  pas  que  chaque  intervalle  possède  en  propre  des 
points  intérieurs.  Il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  prendre  pour  les 
trois  intervalles  /,,  i.,,  /.,  la  succession  d'extrémités  ce,  a2  [3,  a3  $3  (32. 
Aucun  point  n'est  simultanément  intérieur  à  ces  trois  intervalles,  et 
cependant  a.,  ft,  n'a  en  propre  aucun  point  intérieur,  puisque  a3  p\,  est 
intérieur  à  a,  ^2. 

En  tout  cas,  si  un  système  d'un  nombre  limité  d'intervalles  est 
strict,  tout  point  du  champ  couvert  étant  intérieur  à  deux  d'entre 
eux  au  plus,  la  longueur  de  ce  champ,  qui  est  l'intérieur  d'un  ou  plu- 
sieurs segments,  est  au  moins  égale  à  la  demi-somme  des  longueurs 
des  intervalles.  Ce  théorème  peut  trouver  son  application  dans  l'étude 
d'une  famille  d'intervalles  à  laquelle  chaque  point  d'un  segment  con- 
tinu donné  ou  d'un  ensemble  fermé  est  intérieur.  11  est  possible  alors, 
comme  on  sait,  de  comprendre  tous  les  points  du  segment  ou  de  l'en- 
semble à  l'intérieur  d'un  nombre  fini  d'intervalles  pris  dans  la  famille. 
Un  premier  choix  de  tels  intervalles  étant  effectué,  il  sera  intéressant 
d'en  opérer  la  réduction,  si  la  présence  de  certains  d'entre  eux  est 
superflue  pour  recouvrir  le  même  domaine.  [J'ai  donné  un  exemple 
d'une  telle  réduction  en  foi  niant  le  système  strict  le  plus  simple  d'in- 
tervalles canoniques  (théorie  des  fractions  continues)  relatifs  à  des 
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fractions  rationnelles  de  dénominateur  au  moins  égal  à  l'en  lier  A. 
Voir  Bull.  Soc.  math.,  i.  XXXIX,  191  t.] 

Nous  dirons  que  deux:  familles  d'intervalles  sont  équivalentes,  du 
point  de  vue  qui  nous  occupe,  si  elles  couvrent  exactement  le  même 
champ.  Alors,  tout  point  intérieur  à  un  intervalle  de  l'une  des  familles 
est  intérieur  à  un  intervalle  de  l'autre.  Demandons-nous  maintenant 
si,  étant  donnée  une  famille  d'intervalles  composée  d'une  infinité 
d'éléments,  il  est  possible  de  former  avec  des  intervalles  pris  dans 
cette  famille  un  système  strict  équivalent  à  elle.  En  toute  généralité, 
il  n'en  sera  pas  ainsi.  Les  intervalles  de  longueur  1  dont  les  extré- 
mités gauches  ont  une  abscisse  positive  et  inférieure  à  1,  recouvrent 
tout  l'intérieur  du  segment  o  —  2.  Quels  que  soient  a  et  Centre  o  et  2, 
il  est  possible  de  couvrir  toutle  segment  a{3  avec  deux  intervalles  de  la 
famille.  Mais,  ni  o  —  1,  ni  1  —  2  n'étant  dans  la  famille,  il  faut  uti- 
liser une    infinité  de    ces  intervalles,    par    exemple    ceux    d'origine 

-  et  1 (n  entier)  pour  couvrir  l'intégralité  de  l'intervalle  o  —  2. 

n  n  x  '  ' 

Nous  allons  donner  une  classe  de  familles  d'intervalles  en  infinité, 
possédant  la  propriété,  établie  pour  les  familles  finies,  de  pouvoir  être 
réduites  de  manière  que,  d'une  part,  chaque  intervalle  retenu  couvre 
en  propre  au  moins  un  point  intérieur  à  lui,  le  champ  total  couvert 
n'étant  pas  d'autre  pari  restreint  par  cette  sorte  d'émondage  d'élé- 
ments superflus.  Nous  exprimerons  ceci  en  disant  qu'il  existe  un 
système  strict  d'intervalles  appartenant  à  la  famille  donnée  et  équi- 
valent à  elle.  L'épithète  de  strict  exprime  l'impossibilité  de  supprimer 
un  seul  intervalle  du  système  sans  découvrir  certains  points  cl  celle 
à! équivalent  signifie  que  l'espace  couvert  est  le  même  pour  le  système 
particulier  et  pour  la  famille  totale. 

Nous  dirons  qu'une  famille  d'intervalles  cp  est  semi-fermée  supé- 
rieurement si,  /,,/.„,,...,/„,•••  étanl  une  suite  quelconque  d'inter- 
valles -i  ppssédant  un  intervalle  limite  /,  il  existe  un  intervalle  conte- 
nant i  (et  pouvanl  coïncider  avec  lui)  et  appartenant  à  la  famille 
considérée.  Si,  |>lus  particulièrement,  i  faisait  toujours  partie  de  la 
famille  a,  celle-ci  sec&il  fermée.  Nous  allons  montrer  que  toute  famille 
de  cette  sorte  est  équivalente  à  un  système  strict  d'intervalles  choisis 
parmi  elle. 

Journ.  de  Math.  (-•  série)    Lomé  1         Fuse.  II, ''!  ' 
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Considérons  l'ensemble  des  points  1*  intérieurs  à  au  moins  un  inter- 
valle o.  Le  complémentaire  E  de  cet  ensemble  est  fermé.  Tout  point 
intérieur  à  un  intervalle  u  ou  ab  contisru  à  1']  est  intérieur  à  au  moins 
un  intervalle  ta.  Ai  a  ni  b  ne  sont  intérieurs  à  un  de  ces  derniers,  mais 
a  peut  être  extrémité  gauche  d'un  ou  de  plusieurs  d'entre  eux,  et 
pareillement  b  peut  être  extrémité  droite  d'un  ou  de  plusieurs  o.  Sup- 
posons d'abord  réalisée  la  première  hypothèse.  D'après  la  semi-clôture 
de  la  famille  o,  si  a,  est  la  borne  à  droite  des  intervalles  o(a)  ayant 
pour  extrémité  gauche  a  (et  nous  supposons  qu'il  en  existe),  aaK  est 
un  intervalle  <p  et  d'ailleurs  le  plus  grand  des  intervalles  o(a).  Si  au 
contraire  aucun  intervalle  o  n'admet  a  pour  extrémité  gauche,  je  dis 
que,  le  point  P  tendant  vers  a  intérieurement  à  //,  les  intervalles  ç 
contenant  P  tendent  vers  zéro.  S'il  en  était  autrement,  en  effet,  si  leur 
longueur  admettait  pour  plus  grande  limite  un  nombre  positif  a, 
quand  P  tend  vers  a,  l'extrémité  gauche  de  ces  intervalles  étant  entre 
a  et  P,  d'après  la  semi-clôture  supérieure  de  la  famille  donnée, 
l'intervalle  d'extrémité  gauche  a  et  de  longueur  a  serait  un  inter- 
valle a  ou  compris  dans  un  intervalle  ta.  Tout  pareillement,  ou  bien  il 
existe  un  intervalles  d'extrémité  droite  b,  soit  b,  b,  tel  que  tout  inter- 
valle o  ayant  pour  extrémité  droite  b  est  compris  dans  b,b;  ou  bien  la 
longueur  des  intervalles  <p  tend  vers  zéro  quand  un  de  leurs  points 
tend  vers  b.  Je  dis  qu'il  est  toujours  possible  de  déterminer  dans  o  une 
famille  partielle  o,  équivalente  à  o  (recouvrant  tout  l'intérieur  de  ab) 
et  telle  que  sur  tout  intervalle  SS'  d'extrémités  comprises  entre  «  elb, 
il  n'empiète  qu'un  nombre  limité  d'intervalles  o,.  Nous  distinguons 
trois  cas  : 

i"  Il  existe  au  moins  un  intervalle  9 (a)  et  au  moins  un  inter- 
valle 3(  b)  admettant  respectivement  pour  extrémités  a  oib.  Soient  aa , 
et  b,l>  ces  intervalles,  choisis  l'un  et  l'autre  les  plus  grands  répondant 
à  ces  conditions,  a,  el  b,  étant  intérieurs  à  a,  le  segment  a, b,  peut 
être  couvert  avec  un  nombre  fini  d'intervalles  <p.  En  leur  ajoutant  aa  y 
elbtb,  on  obtient  un  système  constitué  par  un  nombre  limité  d'élé- 
ments choisis  parmi  les  p,  couvrant  l'intérieur  de  ab,  donc  présentant 
les  caractères  du  s\sième  »,.  La  réduction  sur  a  des  35,  à  un  système 
strict  'h  est  alors  aisée. 
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2°  L'une  des  sortes  d'intervalles  z(a)  ou  o(b)  et  une  seule  manque. 
Supposons  que  ce  soit  la  seconde.  On  introduit  d'abord  l'intervalle  aa, 
et,  entre  a,  et  />,  on  opère  comme  dans  le  troisième  cas,  en  plaçant 
en  a,  le  point  P0  considéré  ci-dessous. 

3°  Aucun  intervalle  cp  n'a  pour  extrémité  a  ni  //.  Soit  P0  un  point 
compris  entre  a  et  b.  J'établis  sur  u  une  suite  (qui  n'existerait  pas 
dans  le  cas  où  P„  est  en  a,)  de  points  P  _,,  P  .,,...,  P  „,  ...,  cliacun  à 
gauche  du  précédent  et  tendant  vers  a,  et  une  suite  P,,  P2,  ...,  P„,  ..., 
tendant  vers  b,  en  progressant  toujours  vers  la  droite,  suite  à  ne  pas 
envisager  davantage  dans  le  second  cas  s'il  existe  un  intervalle  o(b), 
sans  aucun  o(a),  auquel  cas  P0  est  placé  en  b,.  Tout  point  de  P,Pi+l, 
que  i  soit  positif  ou  négatif,  est  intérieur  à  au  moins  un  intervalle  cp. 
Nous  pouvons  donc  couvrir  à  la  fois  tous  les  points  de  ce  segment, 
extrémités  comprises,  avec  un  nombre  limité  de  cp.  Nous  appelons  ces 
intervalles  retenus  pour  couvrir  P,P,+),  les  intervalles  œ  (i).  La  réunion 
de  tous  les  cp(/)  constituera  le  système  cp,.  Je  dis  que  ce  dernier  ne 
contient  qu'un  nombre  limité  d'éléments  recouvrant  un  intervalle  SS', 
entièrement  intérieur  à  u.  En  effet,  désignons  par  o,(SS')  les  inter- 
valles cp,  contenant  au  moins  un  point  de  SS'.  S'il  existe  une  infinité 
d'intervalles  cp,(SS'),  ces  intervalles  appartiennent  certainement  à 
des  groupements  cp(t')  à  indices  indéfiniment  croissants  en  valeur 
absolue,  puisque  chaque  groupe  <p(i)  ne  contient  qu'un  nombre 
limité  d'éléments.  Kst-il  possible  qu'il  y  ait  parmi  les  cp, (SS')  des 
intervalles  cp(i')  à  indices  positifs  indéfiniment  croissants?  Non, 
car,  si  i  croît  indéfiniment  par  valeurs  positives,  c'est  qu'il  n'existe 
pasde  segment  o(  h).  Maisalors,  comme  nous  l'avons  montré,  les  seg- 
ments o(i),  dont  un  point  au  moins  (situé  entre  P,et  P,+))  tend  vers  A, 
tendent,  en  longueur,  vers  zéro.  Il  est  donc  impossible  qu'une  infinité 
d'entre  eux  contiennent  des  points  de  SS'  si  S'  est  inférieur  à  b.  De 
même  il  est  impossible  que  les  cp,(SS')  contiennent  des  intervalles  cp(î') 
à  indices  négatifs  non  bornés  inférieuiemenl.  Donc,  les  intervalles 
ip,  (SS')  sont  constitués  avec  des  intervalles  y  (i)  à  indices  i  bornés 
en  valeur  absolue.  Ils  sont  doue  en  nombre  fini. 

Montrons  maintenant  la  possibilité  de  réduire  les  3,  à  un  système 
strict  équivalent  '■}>('/).  Li  preuve  en  est  faite  quand  les  p,  sont  en 
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nombre  fini.  Supposons-les  donc  en  infinité  (évidemment  dénom- 
brable)  et  ainsi  ordonnés  :  o\",  s',21,  . . . ,  o," ',  . . .  Désignons  par  •},  le 
premier  intervalle  de  la  suite  es'"1  possédant  à  son  intérieur  un  point  qui 
n'est  intérieur  à  aucun  des  intervalles  suivants  q["+p).  ^,  existe.  Car, 
soit  M  un  point  quelconque  entre  a  et  b,  M  est  intérieur  à  un  nombre 
limité  d'intervalles  o'"'.  Soit  N  le  plus  grand  de  leurs  indices.  Il  est 
évident  que  ^,  occupe  dans  la  suite  o',"'  un  rang  au  plus  égal  à  N.  Ayant 
obtenu  9,,  nous  déterminerons  '\>2  par  la  règle  suivante  qui  nous 
donne  <\/p+l  ayant  ■},,  <\i2,  ...,  typ.  '\/p  occupe  dans  la  suite  es1"'  un  certain 
rang  m.  typ+l  est  dans  la  suite  'f','"'  '  ?i ">+"~  ')  ■••>  'e  premier  inter- 
valle cp(]'"+/,;  possédant  à  son  intérieur  un  point  qui  n'est  intérieur  ni  à 
l'un  des  intervalles  cp',™4  "  suivants,  ni  à  '|,,  t|/2,  ...,  -Jy  typ+l  existe 
toujours.  En  effet,  i|/lf  ■■■,'\>,,  ne  recouvrent  pas  à  eux  seuls  ab, 
puisque,  par  hypothèse,  a  et  b  ne  sont  pas  simultanément  extrémités 
d'intervalles  9.  Donc  il  y  a  au  moins  un  point  M  qui  n'est  intérieur  à 
aucun  des  t]>,,  'i.,,  ...,  fyp.  D'ailleurs,  si  N  est  le  plus  grand  indice  des 
intervalles  ©'"'  contenant  M  (intervalles  qui  sont  en  nombre  fini), 
N  ne  peut  pas  être  inférieur  à  m.  Car,  d'abord  9'^  ne  coïncide  avec 
aucun  des  •]/,,  ...,  9,,,  puisque  M  n'est  intérieur  à  aucun  de  ces 
intervalles.  Donc,  N  serait  compris  entre  les  rangs  de  ij>A_,  et  de 
'l/i  (Jl  =  p)  dans  la  suite  cp1"1.  Mais,  puisque  M  intérieur  à  cpf  n'est  inté- 
rieur à  aucun  des  '\/{,  ...,  97,-,,  ni  à  cp'f4"*1,  quel  que  soit  A,  il  est  impos- 
sible que  le  rang  de  tyA  dans  la  suite  cp1"'  soit  supérieur  à  N.  Donc, 
N^>/«  et  ^p+{  occupe  certainement  dans  la  suite  des  cp'"'  un  rang 
au  plus  égal  à  N.  D'après  notre  construction,  typ+l  qui  existe  et  est  bien 
défini  quel  que  sohp,  possède  en  propre  un  certain  point  intérieur  M/)+, 
n'appartenant  ni  à  l1,,'^,  ...,  i{>„  d'après  la  première  condition  imposée 
à  '\>p+i,  ni  à  j^w,,  puisque  tout  intervalle  '\/p+li  est  un  intervalle  o'?+'' 
(si  *\>„+i  coïncide  avec  <p ,'''  ),  dont  aucun  point  intérieur  ne  coïncide 
avec  \\r+[  d'après  la  seconde  condition  exigée  de  9,,+  ,.  Le  système  f\)p 
est  donc  strict.  Je  dis  qu'il  recouvre  tout  l'intérieur  de  ab.  S'il  en 
était  autrement,  on  examinerait  un  point  M  non  couvert.  Ce  point  étant 
couverl  par  certains  9,"  ,  en  nombre  fini  comme  nous  l'avons  montré, 
d'indices  supérieurs  N,,  N2,  ...,  NA  ,,  N,  si  aucun  des  //  —  1  premiers 
parmi  ces  a>(  n'esl  un  9,  co'j"  en  esl  certainement  un.  Car  VI  lui  est 
intérieure!  ne  l'est  ni  aux  <]>  déjà  établis  quand  on  arrive  à  l'examen 
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de  op',"1  ni  aux  o'1>"+*'.  Donc,  le  système  '\>p  est  strict  et  équivalent  à  la 
famille  o  sur  ab. 

En  opérant  de  même  sur  chaque  contigu  de  E,  on  remplace  la 
famille  o  par  un  système  strict  extrait  de  cette  famille  et  équivalent 
à  elle. 

La  propriété  essentielle  et  déjà  énoncée  des  systèmes  stricts,  est  que 
la  somme  des  longueurs  des  intervalles  les  constituant  est  inférieure 
à  deux  fois  lu  longueur  du  champ  recouvert  par  eux.  (Elle  est 
évidemment  supérieure  à  cette  dernière.) 

Il  est  intéressant  d'étudier  a  priori  la  nature  d'un  système  strict  a 
formé  d'intervalles  recouvrant  touslespointsd'un  intervalle  fini  /mais 
non  pas  ses  extrémités. 

A  chaque  élément  <j>  du  système  a,  correspond  par  hypothèse  au 
moins  un  point,  soit  x(<\>),  intérieur  à  ']>  et  à  nul  autre  intervalle  de 
la  famille.  ty  ne  contient  évidemment  aucun  point  x(jty)  propre  à  un 
autre  intervalle  1/.  Les  points  x(  y1)  sont  donc  isolés,  donc  ils  sont  en 
nombre  fini  ou  en  infinité  dénombrable.  Il  en  est  donc  ainsi  des  <b. 
Soient  y1,,  ...,  y1,,,  ...  les  éléments  de  cr;  xt,  ...,  x„,  ...  leurs  points 
intérieurs  propres.  Les  x„  n'ont  pas  de  point  limite  intérieur  à  i.  Car 
un  tel  point  ç  est  intérieur  à  un  intervalle  '\>(%)  auquel  une  infinité 
de  xn  serait  intérieurs,  ce  qui  est  absurde.  Les  x,n  s'ils  ne  sont  pas  en 
nombre  fini,  ne  sauraient  donc  avoir  d'autres  points  limites  que  a  et  b 
extrémités  gauche  et  droite  de  i.  Nous  pouvons  les  supposer  affectés 
d'un  indice  entier  positif  ou  négatif  exprimant  leur  rang  géométrique, 
le  rang  zéro  étant  attribué  indifféremment  à  l'un  des  x(<fy),  en  sup- 
posant immédiatement  une  infinité  d'indices  pour  chaque  signe.  Alors, 
entre  x  et  xp+,  il  n'y  a  aucun  point  x('\i).  y1,,  ne  contenant  ni  x„_, 
ni  a7n+l,  aucun  poinl  de  l'intervalle  xpxp+l  n'est  intérieur  à  un  inter- 
valle <\i'n  distinct  de  yy  et  de  y,,^,.  Les  segments  xpxp+y  constituant 
ensemble  tout  l'intervalle  /,  il  est  évident  qu'un  point  quelconque 
de  /  est  intérieur  à  deux  intervalles  y  au  plus.  <  )bservons  de  plus  que 
y1,,  étant  compris  entre  .r„_,  et  .x-„M,  a  une  longueur  infiniment  petite, 
quand  recroît  indéfiniment  par  valeurs  positives  ou  par  valeurs  néga- 
tives. Si  donc  le  système  a  esl  Strict  et  infini,  il  n'y  a  pas  d'élément  de 
ce  système  infiniment  voisin  de  a  ni  de  A,  el  dont  la  longueur  ne  soit 
pas  infininienl   petite.   Enfin,  chaque   intervalle  y     étant    sectionné 
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par  le  point  xn  correspondant  en  deux  intervalles  <\>'n,  '.]/  l'un  à  gauche, 
l'autre  à  droite,  nous  avons 


<K+l      el      Vn  i  Xn+i—x„  <  Yn  +  <¥«+t 

■<„  4  I  —  «n  <  Yn  +  <K+  1  =  2(-rn  +  i  —  •'«  ) , 

('  <  I  A„  _  2  l, 

l'égalité  correspondant  au  cas  où  ^„  coïncide  avec  l'intervalle 


et  par  suite 
donc 


■  n     1  -'  «+!• 


L'analyse  précédente  conduit  donc  aux  résultats  suivants  parti- 
culièrement nets  : 

i°  Un  système  strict  et  borné  d'intervalles  n'admet  pas  d'élément 
limite,  ou  encore,  ne  contient  qu'un  nombre  fini  oT éléments  de  lon- 
gueur, supérieure  à  un  même  nombre  positif . 

■i°  Un  système  fermé  d intervalles  est  équivalent  à  un,  système 
dépourvu  d'éléments  limites. 

En  elfet,  dans  un  système  strict,  il  est  impossible  que  les  extrémités 
«„  et  bn  d'une  suite  d'intervalles  a„b„  appartenant  à  la  famille  tendent 
simultanément  vers  deux  limites  finies  a  et  ($  distinctes.  Sinon,  quel 
cpie  soit  y  intérieur  à  <x(3,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  //,  a„  est 
inférieur  à  y  et  b„  surpasse  y-  Donc,  y  est  intérieur  à  a„l>„.  Donc, 
l'intervalle  afl  et  tous  les  anbn  dès  qu'ils  empiètent  sur  x3  appar- 
tiennent à  un  même  champ  couvert  /,  auquel  les  raisonnements 
ci-dessus  s'appliquent. 

Enfin,  supposons  que  l'intérieur  d'un  segment  i  soit  couvert  par 
une  famille  d'intervalles  o  sur  chacun  desquels  l'épaisseur  d'un 
ensemble  E  est  au  moins  i  :  A.  Si  A  est  très  voisin  de  i ,  la  conclusion 
que  l'épaisseur  de  E  sur  i  surpasse  i  :  2.V  est  insuffisamment  précise. 
Nous  avons  montré  quelques  lignes  plus  haut  que,  si  l'on  ajoute  à  une 
famille  d'intervalles  non  fermée  tous  ses  intervalles  limites,  on  n'étend 
nullement  le  champ  couvert  par  la  famille.  Or,  sur  tout  intervalle 
limite  d'une  suite  de  s,  l'épaisseur  de  E  est  au  moins  i  :  A  comme  sur 
les  a  eux-mêmes.  Soit  donc  ip0  la  famille  o  accrue  de  ses  éléments 
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limites.  Les  cp0  formant  une  collection  fermée,  il  est  possible  de  cou- 
vrir i  avec  un  système  strict  d'intervalles  <\>„  choisis  parmi  les  tp0,  et 
affectés,  pour  indiquer  leur  rang,  d'un  indice  entier  positif,  négatif 
ou  nul,  ce  dernier  atlribué  indifféremment.  La  famille  d'intervalles  <\in 
sectionne  i  en  un  nombre  fini  ou  une  infinité  (  bornons-nous  à  ce  cas) 
d'intervalles  alternativement  agrégés  à  un  seul  ou  àdeux'jv  Soient  //„ 
la  partie  commune  à  <\i„  et  à  ■\>n+i  et  kn  la  partie  propre  à  <\>n.  On  a 

Soient  respectivement  e,„  X„,  Y\n  les  mesures  de  E  sur  ipn,  hn,  /■„. 
Posons 

2A„=A,        2*»=*.        2XB=X,        in,=  ri. 
On  a 

et  par  hypothèse 


<?„  =  /„_,  4-r)„+/.„ 


La  mesure  totale  de  E  sur  i  est  X  -+-  yj.  La  longueur  de  /  est  //  +  /,-.  De 
plus, 

Donc, 

A  (  2 1  +n)  =  2h+-k. 

Nous  voulons  chercher,  connaissant  l'existence  de  cette  dernière  rela- 
tion, le  minimum  de  l'épaisseur  de  E  sur  /',  soit  de  7- —  =  cr  On  a 
déjà,  ri  après  h  +  k <  A(aX  -+-  yj)  —  // 


roi- 


A(2À  +  r,)  -/< 
La  fraction  du  second  membre,  dont  le  produit  par  2  A  s'écrit 

A(2>.  -HT,)—  /i' 

est  décroissante  en  A.  Or,  d'après  X„<A„,  X  est  inférieur  à  /,.  Donc 

(2 A      -  1)//     ;     r, 
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A  et  par  suite  2  A  —  i  surpassant  un,  le  minimum  du  second  membre 

est  — -. On  a  donc 

1 A  —  1 


2  A  —  1 


Cette  limite  peut  d'ailleurs  être  atteinte.  Le  raisonnement  précé- 
dent montre  la  nécessité  pour  cela  de  réaliser  les  conditions  À  =  /t, 
y]  =  o.  Soit  une  suite  quelconque  de  points x„  à  indices  entiers  positifs 
ou  négatifs  tendant  en  décroissant  vers  a  pour  n  =  —  =c  et  en 
croissant  vers  (î  pour  n  =  -+-  oc.  Divisons  l'intervalle  xnxn+K  en 
trois,  séparés  par  les  deux  points  x'n+l,  x"n  et  proportionnels  aux 
nombres  A  — 1,  1,  A  — 1.  Le  segment  x'n+1  x"n  est  aux  seg- 
ments xnx"H  et  x'n+{  x„+l  dans  le  rapport  de  1  à  A.  Prenons 
pour']/,,  l'intervalle  x'nx"n  et  pour  E  l'ensemble  de  tous  les  segments 

x'll+lx"rl.  L'épaisseur  de  E  sur  |„  est  bien  —  et  d'autre  part    l'épaisseur 

de  E  sur  x„x„+l  étant— ,  ce  dernier  nombre  est  aussi  l'épais- 
seur de  E  sur  /.  En  résumé,  si  l'épaisseur  de  E  siu-  chaque  intervalle  a 
est  au  moins ->  l'épaisseur  de  E  sur  le  champ  couvert  par  les  o 

est  au  moins ,  valeur  évidemment  bien  plus  importante  à  con- 
naître, si  £  est  un  nombre  petit,  que  la  limite  —r  = 

1  L  2  A  2-4-2E 

2.   —  Sur  une  propriété  des  résiduels. 

Nous  avons  admis(.">5)ce  tbéorème  d'ailleurs  connu  :  Tout  résiduel 
d'un  ensemble  parfait  contient  lui-même  un  ensemble  parfait. 
I  >émontrons-le. 

Si  li  est  un  résiduel  de  l'ensemble  parfait  P,  l'ensemble  E  complé- 
mentaire de  II  relativement  à  P  est,  par  définition,  la  réunion  d'une 
infinité  dénombrable  d'ensembles  E,,  E2,  ...,  E„,  ...,  agrégés  à  P  et 
non  denses  sur  P.  Supposons  d'abord  pour  plus  de  simplicité  que  P  soi  t 
le  continu.  I  )'abord  si  je  désigne  par  E°  l'ensemble  E„  augmenté  de  ses 
points  limites  étrangers  à  lui,  c'est-à-dire  la  réunion  de  l'„  et  de  son 
dérivé,  l'ensemble  E°  est  non  dense,  et  par  suite  le  groupement  des  E" 
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est  sur  P  un  ensemble  gerbe  F  contenant  E.  Donc,  Q  complémen- 
taire de  F  est  un  résiduel  entièrement  agrégé  à  R.  C'est  sur  Q  que  je 
vais  déterminer  un  ensemble  parfait. 

Soient  a  et  b  deux  points  de  Q,  donc  étrangers  à  chaque  E„  et  non 
limites  pour  lui.  Les  points  de  l'ensemble  fermé  E"  situés  entre  a  et  b 
sont  localisés  sur  un  segment  a,  [3,  complètement  intérieur  à  ab 
puisque  a  et  b  sont  étrangers  à  EJ.  Sur  au,  prenons  un  point  a,  de  G, 
sur  ftj>  un  point  b,  de  G.  a,  ni  />,  ne  seront  agrégés  à  aucun  des  en- 
sembles fermés  E",  et,  sur  les  segments  aas  ni  bb,,  E°  ni  a  fortioriE, 
n'ont  aucun  point.  Sur  aa,  dont  les  extrémités  sont  étrangères  à 
l'ensemble  fermé  E°,  je  localise  tous  les  points  de  cet  ensemble  compris 
entre  a  et  a,,  sur  le  segment  a2(32  formé  parleurs  points  extrêmes. 
Sur  rtx.el  sur  fi.,a,,  je  choisis  deux  points  a.,  et  b2  de  Q.  Sur  aa2,  sur 
62a,,  dont  les  quatre  extrémités  sont  étrangères  à  tous  les  E",  ni  E" 
ni  E"  n'ont  de  points,  ni  a  fortiori  E,  ni  E2.  On  détermine  de  même 
entre  A,  et  b  deux  points  a3b3,  agrégés  à  Q,  donc  étrangers  à  tous  les 
E°  et  tels  que  sur  b,  b3  ni  sur  B3b,  E"  n'ait  de  point,  pas  plus  que  E°, 
résultat  déjà  acquis.  On  continue  de  proche  en  proche.  De  chacun  des 
quatre  segments  obtenus  dont  les  huit  extrémités  sont  étrangères  à  tous 
les  E°,  je  détache  un  intervalle  renfermant  à  son  intérieur  la  totalité 
des  points  de  E°  situés  sur  le  segment  d'où  je  l'extrais  et  ayant  ses 
extrémités  dans  Q.  Sur  chacun  des  huit  segments  restants,  dont  les 
extrémités  sont  étrangères  à  tous  les  E",  ni  E°  ni  E°  ni  E"  n'ont  de 
points.  Et  ainsi  de  suite.  L'opération  décrite  ainsi  est  la  construction 
type  d'un  ensemble  parfait  constitué  par  les  points  jamais  intérieurs 
aux  intervalles  successivement  enlevés,  lesquels  sont  deux  à  deux  sans 
points  communs.  L'ensemble  parfait  restant  n'est  agrégé  à  aucun  des 
ensembles  E„  ni  même  E".  Donc  il  appartient  à  K. 

La  construction  ne  donne  nécessairement  un  ensemble  discontinu 
que  si  chacun  des  segments  conservés  à  l'opération  de  rang  n  et  ne 
renfermant  aucun  point  de  E",  E',',  ...,E",  contient  au  moins  un  point 
d'un  ensemble  \\,lp.  Ceci  aura  toujours  lieu  si  l'ensemble  E  est  par- 
tout dense  sur  le  continu.  Si  E  n'était  pas  dense,  il  y  aurait  un 
segment  dont  aucun  point  n'appartiendrait  à  E.  Donc,  l'existence  d'un 
ensemble  parfait  agrégé  au  continu  et  étranger  à  E  sciait  évidente. 
Ce  cas  serait  dénué  d'intérêt. 

Journ.  de  Mal/i.  (  ■;■  m  n         : i  Fasi     II.   i.-  '" 
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Si  P  est  un  ensemble  parfait,  contenant  un  segment  continu  s,  E  est 
gerbe  sur  s  et  nous  pouvons  déterminer  sur  s,  donc  sur  P,  un  ensemble 
parfait  étranger  à  E.  Supposons  donc  P  non  dense  sur  le  continu. 
La  démonstration  précédente  ne  subit  pas  de  grandes  modifications. 
Nous  considérons  encore  l'ensemble  E"  réunissant  E„,  ses  points 
limites  et  en  plus  les  extrémités  /„,  t'n  du  n'fma  des  contigus  uu  de  P, 
numérotés  de  i  à  l'infini. 

Les  E°  sont  tous  non  denses  sur  P.  Soit  F  leur  réunion.  Le  complé- 
mentaire de  F,  relativement  à  P,  soit  Q,  est  partout  dense  sur  P.  De 
plus,  chacun  de  ses  points  étant  de  seconde  espèce  est  limite  de  points 
de  P  des  deux  côtés.  Je  choisis  a  et  b  sur  P  agrégés  à  Q.  a  et  &  n'ap- 
partiennent à  aucun  des  E„  et  ne  sont  points  limites  pourauc  in  d'entre 
eux.  D'ailleurs,  a  et  6  étant  de  seconde  espèce,  il  y  a  dans  a  '  des  points 
de  P  tendant  vers  les  extrémités  de  cet  intervalle.  Soient  t  enc  a,  et  [3, 
les  plus  proches  respectivement  de  a  et  de  b  parmi  les  points  de  E" 
qui  sont  entre  a  et  b.  a,  et  [i,  sont  dans  P  comme  E,.  Sur  les  segments 
aa, ,  p,  b  il  n'y  a  de  points  ni  agrégés  à  E, ,  ni  extrémités  de  «, .  Il  n'y  a 
donc  aucun  point  intérieur  à  u,  sur  aucun  de  ces  segments  dont  les 
extrémités  sont  toutes  quatre  sur  P. 

Entre  a  et  a,  il  y  a  des  points  de  P  tout  comme  entre  jî,  et  b.  Je  peux 
donc,  Q  étant  partout  dense  sur  P,  prendre  un  point  a,  et  un  point  b, 
de  Q  respectivement  entre  a  et  a,,  [3,  et  b.  E",  ni  par  suite  E,,  ni  u, 
n'ont  aucun  point  entre  a  et  aK  ni  entre  b  et  b,,  et  d'ailleurs  les 
quatre  extrémités  de  ces  deux  segments  sont  étrangères  à  tous  les 
ensembles  E°.  a,  et  b,  étant  des  points  de  seconde  espèce  dans  P,  il  y 
a  des  points  de  P  tendant  vers  a,  et  b,,  respectivement  à  l'intérieur 
de  aa,  et  de  b,  b.  Ces  quatre  points  étant  étrangers  à  E",  les  points  de 
ce  dernier  ensemble  situés  entre  a  et  a,  d'une  part,  entre  b,  et  b 
d'autre  part,  ont  pour  positions  extrêmes  respectives  a2  [32  pour  le 
premier  intervalle,  a3p\  pour  le  second.  Entre  a  et  a2,  (3,  et  a,,  b,  et  a.,, 
ft3  et  b,  je  peux,  ces  quatre  intervalles  contenant  chacun  une  infinité  de 
points  de  1*  sur  lequel  Q  est  partout  dense,  choisir  respectivement 
quatre  points  de  Q,  a2,  bt,ait  b3e\  alors  j'ai  quatre  intervalles  aa2,  b.,an 
b,at,  b.Jj  dont  les  extrémités  sont  agrégées  à  Q,  donc  qui  contiennent 
chacun  à  leur  intérieur  nue  infinité  de  points  de  P,  admettant  les 
extrémités  de  ces  intervalles  pour  points  limites.  Aucune  de  ces  extré- 
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mités  n'appartient  à  un  ensemble  E°  et  aucun  des  deux  ensembles  E,, 
E2,ni  E",E,,',ni«),ni  u.,  n'ont  de  points  sur  l'un  de  cesquatre  segments. 
La  construction  effectuée  est  en  somme  identique  à  celle  du  premier 
cas  avec  cette  particularité  que  les  extrémités  des  intervalles  exclus  à 
chaque  opération  appartiennent  à  P  et  même  sont  des  points  de  seconde 
espèce  de  P.  A  cela  près,  ces  extrémités  sont  étrangères  à  tous  les  E" 
comme  dans  le  cas  de  la  base  continue.  Mais  il  est  à  remarquer  que 
les  segments  conservés  à  la  «ième  génération  ne  contiennent  aucun 
point  des  segments  «,,  «2, ...,  «,,.  Les  points  jamais  exclus  forment 
un  ensemble  parfait  II  étranger  aux  E„  et  d'ailleurs  qui  est  forcément 
agrégé  à  P  (donc  à  R),  tous  les  intervalles  contigus  à  P  figurant 
parmi  les  points  exclus.  Il  est  même  visible  que,  d'après  notre  cons- 
truction, tout  intervalle  atbn  contigu  à  II,  contient  des  points  de  P, 
parce  que  les  extrémités  a,-,  bL  sont  points  de  deuxième  espèce  de  P, 
donc  limites  de  points  de  P  situés  à  l'intérieur  de  ces  mêmes  inter- 
valles. Les  intervalles  0,6;  étant  partout  denses  sur  le  continu,  dans 
tout  intervalle  contenant  un  point  de  II,  il  y  aura  des  portions  de  P 
où  II  n'aura  aucun  point.  II  est  non  dense  sur  P. 

3.  —  Une  propriété  générale  des  ensembles. 

Nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant,  généralisant  une  propo- 
sition bien  connue  sur  les  ensembles  fermés  :  Tout  ensemble  se  décom- 
pose en  un  ensemble  dense  en,  lui-même  et  un  ensemble  dénombrable, 
ce,  dernier  étant  de  plus  non  dense  sur  tout  ensemble  pur  fuit. 

Supposons  linéaire  l'ensemble  donné  E.  S'il  était  spatial,  la  démons- 
tration suivante  n'auraità  subir  d'autres  modifications  (pie  le  rempla- 
cement du  mot  «  intervalle  »  par  ceux  de  «  cercle  »  ou  «  sphère  ». 

Nous  dirons  qu'au  point  M,  E  est  dense  en  lui-même,  s'il  existe 
dans  tout  intervalle  contenant  VI  un  ensemble  parfait  sur  lequel  Eesl 
partout  dense.    ^>us  désignons  sous   le   nom  de   points    y  ces   points 

aeréffés  ou  non  à  E  et  où  cet  ensemble  est  dense  eu  liii-mè Hemai- 

quons  i îdiatement  que,  s'il  existe  un  ensemble  parfait  m  où  h  esl 

partout  dense,  tous  les  points  de  trr  sont  des  points  a.  U  Sllil  delà 
qu'aucun  point  7.  n'est  isolé.  D'ailleurs,  les  7.  forment  évidemment  un 
ensemble  fermé.  I  ><>nc  l'ensemble  des  7.  est  un  ensemble  parfait   P.  Je 

dis  ipie  E  est  partout  dense  sur  P  et  que  les  points  de  I-'. 1  agrégés 
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à  P  forment  un  ensemble  non  dense  sur  tout  ensemble  parfait  et  par 
suite  dénombrable.  En  effet,  soit  un  ensemble  parfait  Q,  situé  dans  un 
intervalle  contigu  à  P.  Je  dis  cpie  E  est  non  dense  sur  Q.  Si  en  effet, 
E  était  partout  dense  sur  une  portion  w  de  Q,  tous  les  points  de  w 
seraient  des  points  a.  co  serait  agrégé  à  P  et  ne  serait  donc  pas  situé 
dans  un  contigu  de  P.  Donc,  sur  tout  ensemble  parfait  situé 
dans  un  contigu  de  P,  E  est  non  dense.  Je  dis  que  E  est  partout  dense 
sur  P.  S'il  en  était  autrement,  il  existerait  une  portion  m  de  P  où  E 
n'aurait  aucun  point.  Or,  soit  a  un  point  de  cr  compris  entre  les  points 
extrêmes  (3  et  y  de  et.  a  est  centre  d'un  intervalle  intérieur  au  seg- 
ment (3y  et  sur  lequel  existe  un  ensemble  parfait  R  où  E  est  partout 
dense.  Nous  avons  vu  que  tous  les  points  de  R  sont  agrégés  à  P  et  par 
suite  appartiennent  à  et  puisque  R  est  entre  a  et  (3.  Mais  E  n'a  pas  de 
points  sur  et.  Donc,  E  ne  peut  pas  être  dense  sur  R.  Nous  aboutissons 
à  une  contradiction.  Donc,  E  est  partout  dense  sur  P.  Soient  E' 
l'ensemble  des  points  communs  à  P  et  à  E,  E"  l'ensemble  des  points 
communs  à  P  et  à  E,  E"  l'ensemble  des  autres  points  de  E.  Je  dis 
que  E"  est  non  dense  sur  tout  ensemble  parfait.  En  effet,  si  E" 
est  dense  sur  un  ensemble  parfait,  il  est  partout  dense  sur  une 
portion  I»  de  cet  ensemble.  Or,  si  R  a  des  points  étrangers  à  P, 
nous  avons  vu  que  E  et  a  foi'tiori,  E"  ne  sont  point  partout  denses 
sur  R.  Si  R  est  agrégé  à  P,  E"  n'a  aucun  point  sur  R,  puisque  tous 
les  points  de  E"  sont  étrangers  à  P.  Donc,  E"  n'est  partout  dense 
sur  aucun  ensemble  parfait;  il  est  non  dense  sur  tous.  J'en  conclus 
que  E"  est  dénombrable.  En  effet,  les  points  au  voisinage  desquels 
un  ensemble  donné  est  non  dénombrable,  forment  un  ensemble 
parfait  et  sur  ce  dernier  l'ensemble  initial  est  partout  dense  ('). 
La  décomposition  est  remarquablement  simple  pour  les  ensembles 
fermés.  L'ensemble  E' dense  en  lui-même  est  le  noyau  parfait  de  E. 
L'ensemble  complémentaire  réductible  dans  chaque  intervalle  contigu 
à  E'est  non  dense  sur  tout  ensemble  parfait.  La  démonstration  précé- 


(')  Snii  Q  l'ensemble  des  points  au  voisinage  desquels  E  est  non  dénombrable. 
Je  dis  que  O  est  parfait  (Lindelof  et  Lebesgue)  et  que  E  est  dense  sur  H. 
Q  existe  dans  tout  intervalle  où  E  n'est  pas  dénombrable.  <v>  est  fermé.  Dans 
tout  intervalle  contigu  à  Q,  E  est  dénombrable.  Doue,  Q  n'a  pas  de  points  isolés, 
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dente  ne  fait  aucun  appel  à  la  notion  de  nombre  transfini,  pas  plusque 
la  démonstration  de  MM.  Lindelôf  et  Lebesgue  sur  la  décomposition 
des  ensembles  fermés.  Néanmoins,  pour  se  rendre  compte  de  la  consti- 
tution des  ensembles  du  point  de  vue  qui  nous  occupe,  comme,  dans 
une  autre  tbéorie,  pour  saisir  les  propriétés  des  ensembles  fermés  à 
l'égard  de  la  notion  de  point  limite  et  l'échelonnement  de  leurs  dérivés, 
il  paraît  indispensable  d'utiliser  l'idée  d'ordonnance  transfinie.  Voici 
donc  comment  peut  s'effectuer  la  recherche  de  l'ensemble  E'  dense 
en  lui-même  dont  le  complémentaire  E"  relativement  à  E  est  non  dense 
sur  tout  ensemble  parfait  et  nul  sur  le  dérivé  de  E'.  Le  lecteur  se  rendra 
compte  en  même  temps  comment  un  ensemble  peut,  sans  être  réduc- 
tible, être  non  dense  sur  tout  ensemble  parfait. 

Remarquons  d'abord  que,  si  un  ensemble  E  est  dense  sur  un 
ensemble  parfait  Q,  le  dérivé  de  E  contient  une  portion  de  Q,  donc 
n'est  pas  dénombrable.  Ceci  étant  observé,  soit  P,  le  noyau  du  dérivé 
de  E.  Dans  chaque  intervalle  u,  contigu  à  P,,  E  est  réductible,  donc, 
son  dérivé  y  étant  dénombrable,  E  est  dans  u,  non  dense  sur  tout 
ensemble  parfait.  Donc  un  ensemble  dense  en  lui-même  et  agrégé  à  E 
ne  peut  avoir  aucun  point  hors  de  P,.  Soit  E,  l'ensemble  des  points 
de  E  situés  sur  P, .  Si  un  ensemble  partiel  de  E  est  dense  en  lui-même, 
cet  ensemble  est  agrégé  à  E,.  Si  E,  est  partout  dense  sur  P,,  E,  coïn- 
cide avec  E',  P,  avec  P.  Tel  est  le  cas  de  l'ensemble  E  des  points  de 
première  espèce  d'un  ensemble  parfait,  augmenté  des  milieux  des 
contigus  z ' .  L'ensemble  de  ces  derniers  est,  bien  que  non  réductible, 
non  dense  sur  tout  ensemble  parfait.  Supposons  au  contraire  E,  non 
partout  dense  surP,.  Soit  P2  le  noyau  du  dérivé  de  E,.  P.  est  inclus 
dans  P,.  Tout  ensemble  agrégé  à  E,  et  dense  en  lui-même  ne  peut  avoir 
aucun  point  hors  de  P2.  Il  en  est  donc  de  même  de  tout  ensemble  agrégé 
à  E  et  dense  en  lui-même,  puisque  cet  ensemble  est  nécessairement 
agrégé  à  E,.  Nous  continuons  ainsi  à  définir  des  ensembles  parfaits  P, 
inclus  les  uns  dans  les  au  1res  pour  les  valeurs  entières  de  /.  I  )è  le  ruinions 

Q  esl  parfait.  Soient  Ë,  l'ensemble  des  points  de  E  agrégés  à  <v>  et  j  un  intervalle 
quelconque  contenant  au  moins  un  point  de  Q,  S n  1  ■_/,  E  « st  non  dénombrable.  <  >r, 
les  points  de  E  étrangers  à  K,  et  situé-,  dans  j  sont  dans  1rs  intervalles  contigus 
à  Q.  Ils  sont  donc  en  infinité  dénombrable.  Donc,  Ë,  agrégé  à  Q  possède  îles 
points  (et  même  en  infinité  non  dénombrable)  dan-.  /.  Donc,  E|  e^t  partout 
dense  sur  n. 
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la  règle  de  définition  deP>  pour  toutes  les  valeurs  du  nombre  transfini  X 
de  première  ou  de  seconde  espèce.  Supposons,  dans  tous  les  cas,  Px, 
défini  pour  toutes  les  valeurs  de  A'  inférieures  à  X  et  supposons  aussi 
établi  que  tout  ensemble  partiel  de  E  dense  en  lui-même  est  néces- 
sairement agrégé  à  I\,  ou  encore  que,  dans  tout  intervalle  contigu 
à  P).,  E  est  non  dense  sur  tout  ensemble  parfait.  Alors,  soit  d'abord 
A  de  première  espèce;  il  a  un  précédent  A —  i.  Soit  Ex_,  l'ensemble 
commun  à  P,  ,  et  à  E.  Par  hypothèse,  un  ensemble  agrégea  E  et  dense 
en  lui-même  ne  peut  avoir  aucun  point  hors  deP)._,.  Il  est  donc  agrégé 
à  Ex_,.Tel  est  notre  départ.  Définissons  P>  comme  étant  le  noyau  du 
dérivé  de  E>_,.  Un  ensemble  agrégé  à  E>._,  et  dense  en  lui-même 
ne  saurait  avoir  de  points  hors  de  l\.  Donc  un  ensemble  agrégé  à  E 
et  dense  en  lui-même  est  agrégé  à  l'ensemble  E>,  commun  à  P>  et  E. 
Donc,  1\  est  défini  connaissant  P>_,  et  la  propriété  essentielle  de  E 
relativement  à  Px_,  est  maintenue  pour  P>.  Si  maintenant  A  est  de 
seconde  espèce,  les  ensembles  P-A,  d'indices  inférieurs  à  X  sont  chacun 
inclus  dans  tous  les  précédents.  Ils  ont  donc  en  commun  un  ensemble 
fermé  P-_.  Si  l'on  suppose  démontré  que  tout  ensemble  dense  en  lui- 
même  et  agrégé  à  E  appartient  à  tous  les  P-A.,  un  tel  ensemble  est  agrégé 
à  P>.  Soit  Px  le  noyau  de  P>.  Les  points  de  PA  étrangers  à  lJx  forment 
un  ensemble  non  dense  sur  tout  ensemble  parfait.  Donc,  Px  qui  est 
défini  par  la  règle  précédente  contient  tout  ensemble  dense  en  lui- 
même  agrégé  à  E. 

Les  ensembles  parfaits  P>  définis  pour  chaque  valeur  de  X  sont  tous 
inclus  dans  chacun  des  ensembles  précédents.  Si  P^  coïncide  avec  P^,, 
l'ensemble  commun  à  E  et  à  P„,  soit  E^,  a  pour  noyau  de  son  dérivé, 
P„  lui-même.  Donc,  il  est  partout  dense  sur  P^  auquel  il  est  agrégé. 
D'ailleurs,  d'après  les  propriétés  des  PA,  en  dehors  de  P^,,  E  est  non 
dense  sur  tout  ensemble  parfait.  Donc,  P  n'est  autre  que  PH,  E' coïncide 
avec  E„,  et  tous  les  ensembles  ultérieurs  à  P^ coïncident  avec  P^.  Si 
donc  par  contre  tous  les  ensembles  consécutifs  à  P^  ne  coïncident 
pas  avec  P,,,  1'^+,  est  inférieur  à  P„,  en  ce  sens  que  1'^  contient  des 
points  non  agrégés  à  !',,._,_,.  Mais  d'après  une  propriété  connue  des 
suites  bien  ordonnées  d'ensembles  fermés  dont  chacun  est  moindre 
que  tous  les  précédents,  il  existe  un  nombre  fini  ou  transfini,  —  et 
parmi  Ions  ceux  qui  jouissent  de  celle  propriété,  il  y  en  a  un  inférieur 
à  tous  les  autres  (caractère  fondamental  des  ensembles  bien  ordon- 
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nés),  nous  le  désignons  par  u.  — ,  tel  que,  ou  bien  P^est  vide  de  points, 
ou  bien  P,j,  non  nul,  coïncide  avec  tous  les  ensembles  suivants.  Dans 
le  premier  cas,  E  est  non  dense  sur  tout  ensemble  parfait.  Dans  le 
second  cas,  P  coïncide  avec  P^,  comme  nous  l'avons  dit.  La  décom- 
position de  E  en  E'  et  E"est  donc  effectuée  quel  que  soit  E. 

Il  est  facile  de  former  des  exemples  dans  lesquels  P^  existe  pour 
toute  valeur  de  [x  donnée  d'avance,  E  étant  de  plus  nul  sur  P^,  ce  qui 
entraîne  que  tous  les  ensembles  P^sont  décroissants  jusqu'à  l'indice  u. 
inclus.  Pour  a  =  i,  nous  prenons  l'ensemble  E  des  milieux  des  inter- 
valles contigus  à  un  ensemble  parfait  Q.  Alors,  P,  est  Q  et  E,, 
comme  P2,  sont  nuls.  Pour  u.  =  2  etles  valeurs  suivantes,  commençons 
par  réaliser  une  correspondance  des  points  du  segment  o  —  1  et  des 
points  de  Q,  de  manière  que  les  points  de  première  espèce  de  Q,  a„,  b„ 
extrémités  d'un  même  intervalle  contigu  correspondent  simultanément 
à  un  même  point  cn  compris  entre  o  et  1,  l'ordre  respectif  des  c„  et  des 
intervalles  contigus  homologues  étant  conservé,  les  c„  étant  partout 
denses  sur  le  segment  o  —  1,  et  la  correspondance  étant  ensuite  dou- 
blement uniforme  et  croissante  entre  les  points  de  seconde  espèce  de  Q 
et  ceux  du  continu  distincts  des  c„.  Alors,  si  nous  transformons  un 
ensemble  E  du  segment  o  —  1  en  remplaçant  chaque  point  de  F. 
distinct  des  c„  par  son  homologue  unique  dans  Q,  chaque  point  de  E 
isolé  coïncidant  avec  un  c„,  par  l'un  ou  l'autre  de  ses  homologues  a„ 
ou  bn  ou  par  les  deux  à  la  fois  indifféremment,  chaque  point  cn  de  E 
limite  de  points  de  E  par  le  point  a„,  le  point  ba  ou  les  deux  à  la  fois 
selon  que  c„  est  limite  de  Eà  gauche,  à  droite  ou  des  deux  côtés,  aloi  s 
on  obtient  un  ensemble  H  agrégé  à  Q  et  que  nous  appelons  l'homo- 
logue de  E.  Il  est  visible  que  cette  correspondance  précisée  conserve 
les  classes  d'ensembles  fermés  parfaits  et  denses  en  eux-mêmes. 

Cela  étant,  si  nous  connaissons  un  ensemble  E  possédant  un  1',, 
sur  lequel  E  est  nul,  transformons,  comme  il  vient  d'être  dit,  lecontinu 
o  —  1  en  l'ensemble  parfait  \\  jouant  le  rôle  de  Q.  Nous  prenons  sur 
ce  même  continu  un  ensemble  parfait  non  dense  II  et  nous  désignons 
par  e  l'ensemble  des  milieux  des  contigus  de  II  ou  tout  autre  ensemble 
réductible  dans  les  contigus  de  H  et  nul  sur  lui.  A  e  et  à  II  corres- 
pondent sur  I',,  un  ensemble  ï]  dont  nous  accroissons  E  et  nu  ensemble 
parfait  non  dense  sur  P^ et  qui  sera  P^,  pour  l'ensemble  E   1   yj.Nous 
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avons  donc  réalisé  le  cas  où  P^,  existe,  E  étant  nul  sur  lui.  Cette 
construction  permet  pour  commencer  d'avoir  un  ensemble  E  pour 
lequel  P2  n'est  pas  nul,  et  de  proche  en  proche  pour  chaque  valeur 
entière  de  n  un  ensemble  E  pour  lequel  P^  existe  sans  contenir  aucun 
point  de  E.  Si  l'onsait,quel  que  soit  A  inférieur  à  [x  supposé  de  seconde 
espèce,  construire  un  ensemble  possédant  un  P>et  nul  sur  lui,  nous 
rangeons  les  contigus  à  un  ensemble  parfait  II  en  une  suite  u„.  Nous 
prenons  parmi  les  A  une  suite  croissante  X,,  X2,  ...,  X„,  ...,  tendant 
vers  ut..  Sur  u„  nous  construisons  un  ensemble  homothétique  à  un 
ensemble  possédant  un  V,  et  nul  sur  lui.  L'ensemble  total  admet,  quel 
que  soit  ni,  un  P>  contenant  II  en  totalité  et  des  points  dans  les  nn 
d'indice  supérieur  à  m  —  i,  exclusivement.  Donc,  il  admet  un  Pv 
constitué  par  II  et  sur  lequel  il  est  nul.  De  là,  on  passe,  comme  nous 
l'avons  dit,  à  la  construction  d'un  ensemble  E  admettant  un  P„+)  et  nul 
sur  lui,  et  l'on  continue  sans  arrêt  possible. 

Ayant  un  ensemble  E  admettant  un  P^  de  rang  donné  à  l'avance  et 
distinct  des  P>  d'indice  inférieur,  on  passe  du  cas  où  E  est  nul  sur  P^, 
et  par  suite  non  dense  sur  tout  ensemble  parfait,  au  cas  où  E  contient 
un  ensemble  partiel  dense  en  lui-même  en  ajoutant  à  E  l'ensemble  des 
points  de  première  espèce  de  Pjj..  Le  complémentaire  E"  de  E' sur  E 
sera  non  dense  sur  tout  ensemble  parfait  et  l'on  pourra  lui  attribuer 
eu  égard  à  cette  propriété  l'ordre  u.  J'ai  déjà  proposé  au  cours  de  ce 
Mémoire  (55),  pour  les  ensembles  non  denses  sur  tout  ensemble 
parfait,  l'appellation  d'ensembles  clairsemés.  Donc  tout  ensemble 
se  décompose  en  un  ensemble  dense  en  lui-même  et  un  ensemble 
clairsemé.  Le  premier  sera,  comme  dans  le  cas  des  ensembles 
fermés,  appelé  par  nous  le  noyau  de  l'ensemble  décomposé.  Enfin, 
notons  que  la  décomposition  est  unique  et  coïncide  avec  celle  que 
nous  avons  réalisée,  si  le  noyau  E'  est  par  définition  le  plus  grand 
ensemble  dense  en  lui-même  contenu  dans  E,  et  si  par  conséquent  E" 
n'a  aucun  point  sur  le  dérivé  parfait  de  E'  (  '  ). 

(')  Il  paraîtra  prochainement  une  suite  à  ce  Mémoire  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  mathématique. 
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Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  invariants  intégraux 

Pak  e.  goursat. 


1.  Je  me  propose  de  compléter  sur  quelques  points  les  résultats 
d'un  Mémoire  antérieur  Sur  les  invariants  intégraux  (  Journal  de 
Mathématiques,  6e  série,  t.  IV,  1908,  p.  33i-365).  J'emploierai  les 
mêmes  notations  que  dans  ce  travail,  sauf  que  j'écrirai,  afin  d'abréger, 
un  seul  signe  f  pour  désigner  une  intégrale  multiple,  ce  qui  ne  peut 

entraîner  aucune  ambiguïté. 

Soient  x„  x,,  . . .,  xn  un  système  de  n  variables  indépendantes  et 
Aa  ,  a  (p  =  n)  un  système  de  fonctions  de  ces  n  variables,  dont 
chacune  est  affectée  de  p  indices  différents  xt,  ou,  ...,  ou,  pris  parmi 
les  n  premiers  nombres.  Les  fonctions  dont  les  indices  ne  diffèrent 
que  par  leur  ordre  sont  égales  au  signe  près.  Si  (a',,  a'2,  ..  .,  a'p)  est 
une  nouvelle  permutation  des  indices  (a,,  su,  ...,  <x.p),  on  a 

Aa,,a. «p— —  *^«'i.«i yy 

le  signe  -+-  convenant  au  cas  où  les  deux  permutations  sont  de  la 
môme  classe,  et  le  signe  —  au  cas  où  ces  permutations  sont  de  classes 
différentes.  L'expression 

Ip=|2Aa„a1,.  .,*fdxaidxai...  dxXp, 

où  le  signe  ï  est  étendu  à  tous  les  arrangements  des  n  premiers  nom- 
bres/* à  p,  représente  une  intégral.'  multiple  d'ordre  p.  Pour  avoir  la 
valeur 'le  cette  intégrale  étendue  à  une  multiplicité  (Ep)  de  l'espace 
à  «dimensions  (#,,»„...,  c„),  nous  supposerons  les  coordonnées  d'un 
point  de  cette  multiplicité  exprimées  au  moyen  de  p  paramètres 
Journ.de   Hath.ii    série),  tome  I.  —  Fasc.  III,  iqio. 
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ti{,  «2,  ...,  iip,  de  façon  que  la  multiplicité  (Ep)  corresponde  point 
par  point  à  une  autre  multiplicité  (pp)  de  l'espace  à  p  dimensions 
(«,,  n2,  ...,  up).  La  valeur  de  l'intégrale  lp,  étendue  à  la  multipli- 
cité (Ep),  peut  alors  s'écrire  sous  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes 

I,=  f(lAa„a. p^É^...^)dUldUi...dup, 

J   \  r  ou,    ou2         otip  / 

le  signe  S  étant  étendu  à  tous  les  arrangements  p  kp  des  n  indices, 

^j  [**...«. «,  D( tfl,w;, ..■■»,)  j^«^---^. 

le  signe  S  étant  étendu  à  toutes  les  combinaisons  des  indices  p  h  p,  et 
les  deux  intégrales  étant  étendues  à  la  multiplicité  (ep).  Quand  on 
change  l'ordre  dans  lequel  on  écrit  les  variables  u, ,  w2,  ...,  up,  la  valeur 
de  lp  peut  changer  de  signe,  de  même  qu'une  intégrale  de  surface 
change  de  signe  quand  on  change  le  côté  de  la  surface  suivant  lequel 
elle  est  prise.  Dans  ce  qui  suit,  nous  aurons  à  considérer  des  intégrales 
étendues  à  une  multiplicité  (E^),  qui  varie  d'une  manière  continue 
avec  un  paramètre  t.  Les  coordonnées  d'un  point  de  cette  multiplicité 
sont  fonctions  des  p  paramètres  «,,  m2,  ...,  up  et  de  /.  Une  fois  qu'on  a 
choisi  l'ordre  dans  lequel  on  écrit  les  variables  xt  et  les  paramètres 
(m,,  u.,,  ...,  up)  pour  une  valeur  particulière  de  t,  on  conservera  le 
même  ordre  pour  toutes  les  valeurs  de  t.  Il  est  clair  que  la  valeur  de 
l'intégrale  multiple  est  une  fonction  continue  de  t. 

2.  Soit 
(i)  IP= /2Aai,a zydx^dx'g^. . .  dxaf 

un  invariant  intégral  d'ordre  p  du  système 
.    ,  dx,        dxn  dx„ 

A|  .A-2  A.n 

je  supposerai,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  a  écrit  tous  les  coefficients 
Aaii3[j  ai  correspondant  à  tous  les  arrangements/?  à  p  des  n  premiers 
nombres.  Soit  E/( .,  une  multiplicité  à  p  —  I  dimensions  de  l'espace 
à  n  dimensions  (xnxs,  . . .,  xn)  non  formée  de  caractéristiques,  c'est- 
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à-dire  de  courbes  intégrales  des  équations  (?.).  Quand  on  fait  varier  / 
de  o  à  T,  le  point  (x,,  x2,  . . .,  xn)  qui,  pour  t  =  o,  coïncide  avec  un 
point  x\,  x\,  ...,  x"  de  E/)_,  décrit  un  segment  de  caractéristique  C 
allant  du  point  (,r°,  .  ..,a?°)  à  un  point  (x],  x\,  ...,  x't),  et  ces 
segments  de  caractéristiques  engendrent  une  multiplicité  E^  limitée 
par  Ep_,,  par  la  multiplicité  E'  _,  décrite  par  le  point  (x[,  x\,  ..  .,  xrn) 
et  par  une  autre  multiplicité  E*  engendrée  par  les  segments  de 
caractéristiques  issues  des  différents  points  de  la  multiplicité  Ep._2  qui 
limite  Ep_i.  Nous  allons  calculer  la  valeur  de  l'intégrale  L  étendue  à 
cette  multiplicité  Ep.  Pour  cela,  supposons  les  coordonnées  d'un  point 
{x\i  x°.i  •••)  &°n)  de  Ep._,  exprimées  au  moyen  de  p  —  i  variables  indé- 
pendantes u{,  «2,  ...,  «/,_,;  les  coordonnées  d'un  point  de  la  multi- 
plicité Ep  seront  alors  des  fonctions  de  un  u2,  ...,up_{  et  de  la 
variable  t,  pour  lesquelles  on  aura 

w  %=*     (.■=!,.,...,»). 

L'intégrale  cherchée  peut  s'écrire 

ïp=  /    -A*,.a, «.ydx^dx^. . .  dx^ 

_  /'  v  \  ôx*<  dx*.        dx«r   ,  j  ,, 


Ep 


la  sommation  indiquée  par  le  signe  I  étant  étendue  à  tous  les  arran- 
gements d'indices  p  à  p.  On  peut  encore  écrire  lp,  d'après  les  rela- 
tions (2)', 


(3 


'/'— /     "'  /       -'-'2,2, «P-.-3 — -; — ■ ; dul...dup-x, 

■/„  JE     ,  '       OU,     du..  à",,-, 

en  posant 

// 

cetl  •  expression  de  I,,  prend  aussi  la  forme  abrégée  équivalente 
(3)'  lP=f    dt  I     2C.,iBl  ....   ,«**,,«**.  ...<fa«_. 


a„_,- 
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La  valeur  de  \p  est  une  fonction  de  la  variable  T,  dont  la  dérivée 
pourT  =  oa  pour  valeur 

(5)  \7rr)0=       -c<*..*= «p-t dx^  dx«-y  •  •  ■  dx«-?-s 

E,,_, 

Considérons  en  second  lieu  une  multiplicité  Ep  définie  en  partant 
de  E  d'une  façon  plus  générale.  A  chaque  point  (a:",  x\,  . . .,  x°) 
de  Ep_,  faisons  correspondre  une  valeur  de  6  variant  d'une  manière 
continue  avec  la  position  de  ce  point.  Le  segment  de  caractéristique 
issue  du  point  (arj,  x\.. . .,  x°)  décrit  par  le  point  (xt,  x.2,  ...,  x„) 
quand  t  varie  entre  o  et  0,  engendre  une  multiplicité  E/;,  bornée  par 
E  et  une  autre  multiplicité  E'  lieu  de  l'extrémité  du  segment 
variable  de  caractéristique.  De  chaque  point  m  de  cette  multiplicité  Ep 
paît  une  caractéristique;  si  l'on  fait  varier  t  à  o  à  T,  le  point  m  vient 
occuper  une  position  m' ,  dont  le  lieu  est  une  autre  multiplicité  E'  que 
l'on  peut  évidemment  déduire  de  Ep  en  ajoutant  à  celle-ci  la  mul- 
tiplicité ]xp  décrite  par  E'p_t  quand  on  fait  croître  t  de  o  à  T,  et  en 
retranchant  la  multiplicité  [xp  décrite  par  E^,,  quand  t  varie  de  o  à  T. 
Puisque  L,  est  un  invariant  intégral,  l'intégrale  lp  a  la  même  valeur 
pour  les  multiplicités  Ep  et  E' ,  et  par  suite  pour  les  multiplicités  u.p 

et  \j.'p.  La  dérivée  (  '-^  )   a  donc  la  même  valeur  pour  les  deux  multi- 
plicités E      etE'/;_,, 


(6) 


J-^^afO., «p_,  "^a,  •■•  "xap-, —  /         —L'a,,  a. a       dxa<  a.ïœ. ...,  dxa      , 
E.._.                                                                  Jju_. 


quelle  que  soit  la  façon  dont  0  varie  avec  la  position  du  point 
(xi,  ...,x°n)  sur  Ep_t.  En  particulier,  si  l'on  suppose  que  0  a  une 
valeur  constante,  on  voit  que 


(7)  L-i=   /  -^a„=c: «r,^a,^«,. 


dXr, 


est  un  invariant  intégral  d'ordre  p  —  i  pour  les  équations  (2)  .  Mais 
c'est  un  invariant  intégral  d'une  espèce  particulière,  car  il  conserve  la 
même  valeur  pour  toute  multiplicité  que  l'on  déduit  de  E  en  faisant 
décrire  à  chaque  point  de  E^,  la  caractéristique  issue  de  ce  point 
suivant  une  loi  arbitraire.  En  continuant  d'employer  le  langage  géo- 
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métrique,  si  nous  appelons  tube  de  caractéristiques  la  multiplicité 
d'ordre/»  engendrée  par  les  caractéristiques  issues  des  différents 
points  d'une  multiplicité  d'ordre  p  —  i ,  non  formée  de  caractéristiques, 
et  section  de  ce  tube  toute  multiplicité  continue  d'ordre  p  —  i  obtenue 
en  prenant  un  pointarbitrairement  surchacune  de  ces  caractéristiques, 
on  peut  dire  que  l'intégrale  I/,_,  a  la  même  valeur  pour  toutes  les  sec- 
tions d'un  tube  caractéristique.  Nous  dirons  pour  abréger  que  tout 
invariant  intégral  qui  jouit  de  cette  propriété  est  attaché  aux  carac- 
téristiques. D'après  cela,  tout  invariant  attaché  aux  caractéristiques 
est  aussi  un  invariant  intégral  pour  le  systèmed'équations  différentielles 
obtenu  en  multipliant  X,,  X2,  ...,  X„  par  une  fonction  arbitraire 
o(.r,,  .?•„,  .  ..,  x„),  puisque  les  caractéristiques  restent  les  mêmes. 

Ce  qui  précède  n'est  au  fond  que  le  raisonnement  de  M.  Poincaré 
(Acta  malhemalica,  t.  XIII,  p.  66),  présenté  sous  sa  forme  la  plus 
générale.  Le  résultat  peut  s'énoncer  comme  il  suit: 

De  tout  invariant  intégral  absolu  \p  du  système  (2),  on  peut 
déduire  {en  général)  un  invariant  Ip_,  attaché  aux  caractéristiques 
de  ce  système. 

On  est  ainsi  conduit  à  se  poser  les  deux  questions  suivantes  : 

i°  Obtient-on  par  ce  procédé  tous  les  invariants  intégraux  attachés 
aux  caractéristiques  ? 

20  Un  invariant  intégral  étant  donné,  comment  reconnaître  s'il  est 
attaché  aux  caractéristiques? 

On  verra  que  ces  deux  questions  se  résolvent  en  même  temps  d'une 
façon  très  simple. 

5.  Dans  le  travail  antérieur  déjà  rappelé,  j'ai  appelé  |  E  )  L'opéra- 
tion par  laquelle  on  passe  de  l'invariant  (i)Ip  à  l'invariant  (7)  l,_,. 
La  liaison  entre  ces  deux  invariants  peut  être  résumée  par  la  relation 

<8>  (§)T=0=I"- 

l'invariant  lp_t  étant  étendu  à  une  multiplicité  quelconque  E,,H  et 
l'invariant  lp  à  la  multiplicité  E^  que  l'on  déduit  de  E,.,  par  le 
procédé  expliqué  plus  haut.  Il  est  clair  que  celte  relation  se  conserve 
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quand  on  change  d'une  façon  quelconque  les  fonctions  inconnues 
x, ,  x.2,  . . .,  xn  sans  changer  la  variable  t.  En  d'autres  termes  l'opéra- 
tion (E)  est  covariante  pour  toute  transformation  de  la  forme 

xi—^i{y^y-.-  •••,/»)         (i'=i,2,...,n); 

après  cette  transformation,  les  équations  (2)  sont  remplacées  par  un 
nouveau  système 

1  1  I  s  ï  n 

tandis  que  les  invariants  L,  et  I       deviennent  respectivement 

l'p  =  /2A.«lia, a^Ja,  ■■•  a?/V  l'p_l—jlG!lil „,,_,  «?/„,  •  •  •  ^,,,-h 

L'invariant  I'_j  se  déduit  de  1^  delà  même  façon  que  lp_t  se  déduit  de  L,, 
c'est-à-dire  que  l'on  a 

*-%,ct. *,,_,  =  ^V  Aa,,oc. a;,_„(  ï/i 

;  =  1 

comme  on  peut  le  vérifier  directement. 

L'opération  (E)  appliquée  à  un  invariant  L,  conduit  à  un  invariant 
lp  ,  identiquement  nul  si  les  coefficients  AHia a  vérifient  les  relations 

(9)  ^]Aa,.a, «,,-,.  /X,-=0 

pour  tous  les  arrangements  d'indices  p  —  1  à p —  1.  J'ai  appelé  Vf? 
Iesinvariants  quijouissent  de  cette  propriété.  On  voit  immédiatement 
que  tout  invariant  L,,  déduit  d'un  invariant  lp+t  par  l'opération  (E) 
estT^';  la  réciproque  sera  établie  un  peu  plus  loin. 

On  peut  caractériser  les  invariants  1^'  par  la  propriété  suivante  :  la 
valeur  d'un  invariant  intégral  I1^',  étendue  à  une  multiplicité 
quelconque  d'ordre  p,  engendrée  par  des  courbes  caractéristiques, 
est  toujours  nulle  ;  et  réciproquement,  tout  invariant  intégral  jouis- 
sant de  cette  propriété  est  un  invariant  intégral  I'*'. 

Toute  multiplicité  d'ordre  p  composée  de  caractéristiques  peut  être 
définie  comme  la  multiplicité  E/;  considérée  plus  haut;  les  coordon- 
nées (./;,,  .'•_,,  . .  .,  xn)  d'un  point  de  cette  multiplicité  sont  des  fonctions 


QUELQUES    POINTS    DE    LA    THEORIE    DES    INVARIANTS    INTEGRAUX.        1^ 

de  p  variables  indépendantes  un  u2,  .. .,  up_0  l,  dont  les  dérivées  par- 
tielles -p  sont  égales  aux  fonctions  X,.  La  valeur  de  l'invariant  inté- 


sion 


gral  L,  étendue  à  une  multiplicité  de  cette  espèce  a  donc  pour  expres- 

JC                            dx          àx% 
2Aa„ai oi,.,..-^1---  5- X,ditldu»...di/p_idt, 


ce  qui  peut  s'écrire  encore 


I^fV^...^!      VA,,, ap_liiXi\da1duî...dup.1dt. 


Cette  intégrale  ne  peut  être  nulle  quelle  que  soit  la  multiplicité 
considérée  que  si  tous  les  éléments  sont  nuls,  c'est-à-dire  si  l'on  a 
identiquement 

2^-fe(J>- -*)=«• 

Il  en  est  évidemment  ainsi  si  les  coefficients  AK|  Xj a/,  de  l'invariant 

intégral  1^  vérifient  les  relations  (9).  Inversement,  ces  conditions  sont 
nécessaires,  car  pour  un  système  de  valeurs  données  de  x, ,  x.2,  . . .,  a?„, 
on  peut  choisir  arbitrairement  les  valeurs  de  toutes  les  dérivées  par- 
tielles -^-  L'invariant  considéré  est  donc  un  invariant  I  ' . 
dut  p 

Il  est  évident  que  cette  propriété  est  indépendante  du  choix  des 
inconnues.  Si  un  changement  de  variables  xi-=ffi(yi,  j2,  . . . ,  yn) 
ramène  le  système  (2)  au  système  (2)'  et  l'invariant  intégral  (1)  à  la 
forme 

ip=/sa«i.«i «-?dy«-<.-  ■■  dy«f> 

les  coefficients  du  nouvel  invariant  1^  vérifient  les  relations 

R 

(9)'  jAi, v.'Y'=°' 

si  les  relations  (9)  sont  vérifiées. 
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4.  Supposons  en  particulier  que  l'on  ait  ramené,  par  un  changement 
de  fonctions  inconnues,  le  système  (2)  à  la  forme  réduite  souvent 
employée  par  Poincaré  dans  ses  raisonnements, 

(.0)  £1  =  3*=..  .  =  £2=1  =  £*  =  *. 

00  o  1 

Tout  invariant  intégral  d'ordre  p  est  de  la  forme 

/  B<x„a, a,,  rfja,  «^'a,  ■  ■  ■  c/J«,,' 

les  coefficients  BBija->  a  ne  dépendant  pas  de  yn,  et  pouvant  être 
des  fonctions  quelconques  de  y,,y2,  ■■-,  jk„_, -  Avec  ce  système  de 
variables  les  conditions  (9)  deviennent 

t'a,,  a. ttf-i,  an=—  °m 

Donc  la  différentielle  dyn  ne  doit  pas  figurer  dans  l'expression  de 
l'invariant,  pour  qu'il  soit  un  invariant  F'1;  un  invariant  de  cette  espèce 
ne  contient  donc  ni  yn,  ni  dyn,  tandis  qu'un  invariant  intégral 
quelconque  ne  contient  pas  yn,  mais  peut  contenir  dy„.  Pour  appliquer 
l'opération  (E)  à  un  invariant  I,,,  nous  supposerons  qu'on  l'écrive  en 
ne  prenant  que  les  combinaisons  de  //  indices  p  à  p,  et  en  mettant 
toujours  le  facteur  dyn  le  dernier  dans  les  termes  où  ce  facteur  figure. 
Pour  passer  de  \p  à  l'invariant  qui  s'en  déduit  1'^, ,  il  suffit  alors  de 
supprimer  le  facteur  dy„  dans  tous  les  termes  où  il  figure,  et  de 
supprimer  tous  les  termes  qui  ne  contiennent  pas  ce  facteur. 

Inversement,  étant  donné  un  invariant  I1'1,  on  peut  le  déduire  d'un 
invariant  lp+l  par  l'opération  (E)  (et  en  général  d'une  infinité  de 
façons).  En  effet,  cet  invariant  I 'p'  étant  écrit  en  ne  prenant  que  les 
combinaisons  des  n  indices  p  à  p,  il  suffira  d'ajouter  le  facteur  dyn  à 
chaque  terme  de  F*',  et  de  lui  ajouter  ensuite  un  invariant  quelconque 
V  ,,  pour  avoir  un  invariant  d'ordre  p-Hi  dont  l'invariant  1^' se 
déduira  par  l'opération  (E).  Il  est  clair  qu'on  aura  ainsi  tous  les 
invariants  d'ordre  p  ■+■  1  dont  l'invariant  donné  Iw  se  déduit  par  l'opé- 
ration (  E).  Il  n'y  a  qu'un  moyen  d'appliquer  ce  procédé  lorsque 
p  =  n—  1,  car  il  n'existe  évidemment  aucun  invariant  I',"  sauf  zéro. 
Tout  invariant  !„'  ',  correspond  donc  à  un  multiplicateur  déterminé  du 
système  d'équations  différentielles  et  réciproquement.  C'est  du  reste 
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en  partant  d'un  multiplicateur  que  Poincaré  a  donné  la  construction 
générale  d'un  invariant  I„_(  attaché  aux  caractéristiques,  dans  le  cas 
particulier  où  n  =  3  (voir  aussi  le  n°  16  de  mon  premier  Mémoire). 
Les  autres  théorèmes  démontrés  dans  ce  travail  (nos  6-i))sur  les  inva- 
riants Ip  pourraient  aussi  être  établis  aisément  sur  la  forme  réduite.  Je 
ne  m'y  arrêterai  pas.  Remarquons  seulement  qu'il  est  évident,  d'après 
l'expression  de  ces  invariants,  qu'ils  sont  attachés  aux  caractéristiques. 
Supposons,  pour  simplifier,  n  =  3  ;  un  invariant  1.,   est  de  la  forme 


l<?=ffB(yt,y,)dyltfy%. 


Les  caractéristiques  sont  des  droites  parallèles  à  l'axe  Oy3.  Etant 
donné  un  tube  de  caractéristiques,  il  est  clair  que  la  valeur  de  l'inté- 
grale I'f,  étendue  à  une  section  quelconque  de  ce  tube,  est  la  même 
pour  toutes  ces  sections. 

5.  Il  nous  reste  à  démontrer  que  les  invariants  Ie'1  sont  les  seuls  inva- 
riants attachés  aux  caractéristiques.  La  démonstration  directe  suivante 
s'applique  à  la  fois  à  la  proposition  elle-même  et  à  sa  réciproque. 
Reprenons,  comme  au  n°  2,  une  multiplicité  E^  (p  <[  n)  non  formée 
de  caractéristiques,  limitée  par  une  multiplicité  E  qui  peut  dispa- 
raître si  Ep  est  une  multiplicité  fermée.  De  tout  point  m  de  Ep  part  une 
caractéristique,  sur  laquelle  nous  prenons  arbitrairement  un  point  m', 
de  façon  à  respecter  la  continuité.  Quand  le  point  m  décrit  Ep,  le 
segment,  mm'  de  caractéristique  engendre  une  multiplicité  E/)+1  dont 
la  limite  se  compose  : 

i°  De  la  multiplicité  donnée  Ep; 

2°  De  la  multiplicité  E^  décrite  par  l'extrémité  m'  du  segment  de 
caractéristique  considérée  lorsque  m  décrit  E„; 

3°  De  la- multiplicité  E"  engendrée  par  les  segments  de  caractéris- 
tiques issues  des  différents  points  de  E     , . 

Cela  étant,  soit  \/t  un  invariant  intégral.  La  différence  entre  les  va- 
leurs de  l'intégrale  multiple  L étendue  aux  deux  multiplicités  E7>  et  E^, 
dans  des  sens  correspondants  (n°  1)  est  égale,  d'après  le  théorème 
de  S tokes  généralisé,  à  l'intégrale  I,,  étendue  à  E",  augmentée  d'une 

Journ.  rfi    Mal  i  i  ii   i    I  orai    i .        Kasc.  III,  191.*)  ''-' 
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intégrale  I^I}  étendue  à  la  multiplicité  Ep+J ,  1^*,  étant  un  invariant 
intégral  d'ordre  p  -f- 1  qui  se  déduit  de  \p  par  l'opération  (D)  (voir  le 
Mémoire  cité  n"  2).  Pour  que  cette  différence  soit  toujours  nulle,  il 
faut  et  il  suffit  que  l'intégrale  \p  étendue  à  E"p  et  l'intégrale  l^f  étendue 
à  E      soient  nulles  séparément. 

Cette  condition  est  nécessaire.  En  effet,  on  peut  supposer  que  la 
multiplicité  E",  disparaît;  il  suffit  pour  cela  de  limiter  E/(  et  Kf)  à  la 
même  multiplicité  E  .  L'intégrale  1^',  étendue  à  la  multiplicité  E^, 
formée  de  caractéristiques  doit  donc  être  nulle,  ce  qui  exige  que  l'in- 
variant intégral  1^,  soit  un  invariant  ï'^  (n°  3).  S'il  en  est  ainsi, 
l'intégrale  lp  étendue  à  la  multiplicité  E",  qui  est  une  multiplicité 
quelconque  formée  de  caractéristiques,  doit  aussi  être  nulle.  Donc  l'in- 
variant \p  doit  lui-même  être  un  invariant  V'p.  Cette  dernière  condition 
entraîne  la  première,  comme  je  l'ai  démontré  dans  le  premier  travail 
(n°8). 

En  résumé,  les  seuls  invariants  attachés  aux  caractéristiques  sont 
les  invariants  I'*1,  dont  les  coefficients  vérifient  les  relations  (9). 

Remarque  1.  —  On  peut  encore  démontrer  comme  il  suit  que  les 
conditions  (9)  sont  nécessaires  pour  que  \p  soit  un  invariant  attaché 
aux  caractéristiques.  En  effet,  s'il  en  est  ainsi,  les  conditions 
qui  expriment  que  lp  est  un  invariant  intégral  doivent  encore  être 
vérifiées  quand  on  multiplie  les  fonctions  X,  par  une  fonction  arbi- 
traire X(a?,,  . . .,  xn),  puisque  cela  ne  change  pas  les  caractéristiques. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  la  fonction  X  doit  vérifier  les  relations 


et,  comme  cette  fonction  À  est  arbitraire,  les  coefficients  Aai,  . . .,  A 
doivent  satisfaire  aux  conditions  (9). 


«„ 


Remarque  II.  —  Il  résulte  aussi  de  la  démonstration  précédente 
que,  si  une  expression 

I  j   1  \y     ,  ,/.r,,/.rx    .  .  .  dx*r 

«si  une  différentielle  exacte,  et  si  les  coefficients  vérifient  les  condi- 


QUELQUES    POINTS    DE    LA.    THÉORIE    DES    INVARIANTS    INTÉGRAUX.        231 

tions  (9),  cette  expression  est  un  invariant  1^'  des  équations  (2).  Il 
est  facile  de  vérifier  ce  résultat  en  combinant  les  équations  (9)  avec 
les  relations  qui  expriment  que  U  est  une  différentielle  exacte. 

6.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  des  invariants  absolus. 
Mais  on  peut  aussi  définie  des  invariants  relatifs  attachés  aux  carac- 
téristiques. Soit,  pour  fixer  les  idées, 


H- 


A,  dx%  + . . .  +  A„  (/.rN 

un  invariant  relatif  du  premier  ordre  du  système  (2),  on  peut  le  rem- 
placer par  l'invariant  absolu 


*=/Z(£ -&)-' 


<•/.. 


Si  cet  invariant  I!f  est  Vf'"',  le  raisonnement  du  numéro  précédent 
prouve  que  l'intégrale  J,  prise  le  long  d'une  courbe  fermée  quel- 
conque C0  est  égale  à  la  même  intégrale  prise  le  long  d'une  autre 
courbe  fermée  G,,  obtenue  en  prenant,  suivant  une  loi  arbitraire,  un 
point  m'  sur  la  caractéristique  issue  d'un  point  m  de  C„.  En  effet,  la 
différence  de  ces  deux  intégrales  est  égale,  d'après  le  théorème  de 
Stokes  généralisé,  à  l'intégrale  double  1/  '"étendue  à  la  multiplicité  E, 
engendrée  par  les  segments  de  caractéristiques  tu  /«',  intégrale  qui  est 
nulle  d'après  la  propriété  qui  caractérise  les  invariants  Ve' . 

De  tout  invariant  Ij*"  on  peut  de  même  déduire  un  invariant 
absolu  ou  relatif  d'ordre/*  attaché  aux  caractéristiques. 

11  peut  se  faire  qu'un  invariant  intégral  I/(  ne  soit  un  invariant  l/;  que 
pour  l'ensemble  des  caractéristiques  qui  satisfont  à  certaines  conditions. 
Supposons  par  exemple  que  les  équations  (2)  admettent  une  intégrale 
première  F  =  G.  Les  caractéristiques  pour  lesquelles  la  constante  G 
a  une  valeur  déterminée  forment  un  système  dépendant  de  (n  —  2) 
constantes  arbitraires  seulement,  et  peuvent  être  considérées  comme 
les  caractéristiques  d'un  système  de  («  —  1  )  équations  différentielles 
que  l'on  obtien  Irait  en  résolvant  par  rapport  à  l'une  des  variables, 
xn  par  exemple,  la  relation  F  =  G,  et  portant  cette  valeur  dans  les 
équations 
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Si  l'on  fait  la  même  substitution  dans  l'invariant  L,,  on  obtient  un 
invariant  l'p  des  équations  (2)'  qui  peut  être  un  invariant  I''"  pour  ce 
système.  Mais  on  peut  se  dispenser  de  ce  calcul,  en  vérifiant  que  l'in- 
tégrale lp  est  nulle  sur  toute  multiplicité  E^  composée  de  caracté- 
ristiques pour  lesquelles  la  constante  C  a  la  même  valeur  numérique. 
Considérons  par  exemple  le  système  canonique 

dxt       dF  dp,  dF  . 

(il)  -=—  =  ^r—  )  -7-=: : (J=l,3 Il) 

^     '  dt        dp,  (h  ô.r, 

qui  admet  l'invariant  intégral 

(12)  I,  r=  /    /  dxY  dfi  ■+■ .  .  .  -+-  i/.r„  dpn  ; 

à  moins  que  F  ne  soit  une  constante,  cet  invariant  I2  n'est  pas  V£\ 
D'autre  part,  le  système  (1 1)  admet  l'intégrale  première  F  =  C.  Nous 
allons  montrer  que  l'intégrale  I2  étendue  à  toute  multiplicité  E2 
engendrée  par  des  caractéristiques,  pour  lesquelles  la  constante  C  a 
une  valeur  numérique  déterminée,  est  toujours  nulle.  En  effet,  les 
coordonnées  (,r,,  p,)  de  tout  point  d'une  multiplicité  de  cette  espèce 
peuvent  s'exprimer  au  moyen  de  deux  variables  indépendantes  t  et  u, 
les  dérivées  par  rapport  à  /  étant  données  par  les  formules 


On  a  alors 


<lr,_^F  dp,  _       dF 

i)t         dp,  i)t  àx. 


Zd    D(t,  u)    ~2U  \dpi  du  +  dxi  du  )  —  du  ' 


Mais  F  étant  constant  sur  cette  multiplicité,  on  a  aussi 

dF 


=  o, 
1)11 


et  par   suite   la   valeur  de  I2  est   nulle  (cf.  Hadamard,   Calcul  des 
variations,  p.  i5'f-i55). 

7.  Les  propriétés  des  invariants  ['"expliquent  de  la  façon  la  plus 
simple   pourquoi    la    connaissance    d'un   invariant   !„".,    permet    de 
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trouver  une  équation  Y(/)  =  o  formant  avec  l'équation 

n 

i =1 
un  système  complet.  Supposons  d'abord  //  =  3,  et  soil 

(  1 3 )  I<«  =  Ta,  dx,  +  Ào  dx,  +  \,  dx, 

un  invariant  intégral  du  système 

dx,  _dx,  _dx3  _ 

",l  -dx.-dx.-dx.-1' 

dont  les  coefficients  A,,  A2,  A3  vérifient  la  relation 

A,X,  +  A2X2  +  A3X3  =  o. 

Soit  Tune  courbe  telle  que  les  coordonnées  (a?,,  <_,.  a?3)  d'un  de  ses 
points  soient  des  fonctions  d'un  paramètre  u  vérifiant  la  relation 

,    dx,       ,    dx,  dxs 

\ ,  -~  -+-  A.,  — =  +  A3  -j-i  =  o. 

Il  existe  évidemment  une  infinité  de  courbes  de  cette  espèce  puisqu'on 
peut  choisir  arbitrairement  deux  des  coordonnées  xt,  x\,  x3,  en  fonc- 
tion de  u.  Nous  supposerons  de  plus  que  la  courbe  T  n'est  pas  une 
caractéristique;  il  suffit  pour  cela  de  prendre  pour  x,  eU,  des  fonc- 
tions de  u  telles  que  X.,  ~-  —  X,  -~  ne  soit  pas  nul.  Cela  étant,  les 
caractéristiques  issues  des  divers  points  de  T  engendrent  une  surface  S, 
et  l'intégrale   /  A,dx,  -+-  A.,dx.,-hA3dx3,  prise  le  long  d'une  courbe 

quelconque  située  sur  S,  est  nulle,  puisque  cette  intégrale  est  nulle  le 
long  de  r,  et  que  l'invariant  considéré  est  I,'.  Tout  élément  linéaire 
de  S  satisfait  donc  à  la  relation 

(i5)  \,  dxx       \  ,  à ' r,  +  k3dx3=z  o; 

comme  il  passe  évidemment  une  surface  de  cette  espèce  partout  point 
de  l'espace,  il  s'ensuit  que  l'équation  précédente  est  complètement 
intégrable,  et  l'intégration  donnera  une  intégrale  première  du  sys- 
tème (i/|)- 
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Ce  résultat  se  vérifie  immédiatement  au  moyen  des  relations 

A.,X]  + A2XS  + A3X3=  o, 

v  ,  .   .        .    dX,  <?XS        .    dX3  „ 

X(A,.)  +  AI—  +  AS—  +A,—  =  o         (.  =  1,2,3) 

(jui  expriment  que  1,    est  un  invariant  absolu.  En  différentiant  la  pre- 
mière par  rapport  à  ./;,  et  comparant  aux  suivantes,  on  en  déduit 

X,  X2  \, 


d\i       d\,     "  dA,       dA3         dA2       rfA, 

ilr.2  (J.i-j  tir.  tl.r,  tir,  dxt 

et  par  suite 

\l)l\,  OX%  )  '   i).r.  OXx)  \OXi  ox%] 

ce  qui  exprime  que  l'équation  A,dx{  4-  A2dxa-+-  A3dx3  est  complè- 
tement intégrable.  Si  l'invariant  1  '/  n'est  pas  un  invariant  I,  'e),  on  en 
déduira  par  l'opération  (D)  un  invariant  I^1  et  par  suite  un  multi- 
plicateur. L'intégration  du  système  (iZj)  s'achèvera  donc  par  une 
quadrature. 

Plus  généralement,  considérons  un  invariant  \     ., 

*«— s  —   /  —  AŒlj  a„ J;r    ,  tZXai  (IX  a..  ■  ■  ■  ''''a,-;- 

On  peut  déterminer  une  infinité  de  multiplicités  En_2,  non  com- 
posées de  caractéristiques,  telles  que  l'intégrale  1^.,  étendue  à  ces 
multiplicités  soit  nulle.  En  effet,  supposons  cette  multiplicité  En„2 
définie  par  deux  équations 

Xn_i  ■=.  (al\Xi,  x^,  .  .  . ,    r„_2),  ■£b=  92  (^1)  3?2i  •  •  •  1  xn— 1)  i 

l'intégrale  étendue  à  celte  multiplicité  a  pour  expression 

I!  '/.e,  i!,r,  .  .  .  dxn_.,, 


f' 


B  dépendant  des  variables  xK  et  des  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  des  fonctions  ip,  et  çp2.  Dans  l'équation  B  =  o,  on  peutcboisir 
arbitrairement  l'une  des  fonctions  cp,,  o.,,  et  l'autre  est  déterminée  par 
une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  On  peut  même 
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choisir  la  multiplicité  de  façon  qu'elle  passe  par  une  multiplicité  E„_3 
donnée  à  l'avance,  non  composée  de  courbes  caractéristiques. 

Soit  E„_2  une  multiplicité  non  composée  de  caractéristiques  satis- 
faisant à  la  condition  précédente.  Soit  E„_,  la  multiplicité  engendrée 
par  les  caractéristiques  issues  des  divers  points  de  E„_2.  Nous  allons 
montrer  que  l'intégrale  V£_s  étendue  à  une  multiplicité  quelconque 
E^_2  située  sur  En_,  est  nulle.  En  effet,  E'„_,  se  déduit  de  E„_2  en 
prenant  un  point  sur  chaque  caractéristique  issue  des  divers  points  de 
E„_2,  et,  d'après  la  propriété  essentielle  de  l'invariant  I^2,  l'intégrale 
étendue  à  E,'t_2  est  égale  à  l'intégrale  étendue  à  E„_2,  c'est-à-dire  nulle. 

Ces  multiplicités  E„_,,  qui  sont  évidemment  des  multiplicités  inté- 
grales du  système  (2),  peuvent  être  obtenues  directement.  D'une 
façon  plus  générale,  pour  que  l'intégrale 


l,=/zAa„. 


'l'y..  ■  ■  ■   <l'-y 


.x.,  "■<  a 


étendue  à  toute  multiplicité  E,,  renfermée  dans  la  multiplicité  E„_, 
définie  par  l'équation  F  =  o  soit  nulle,  on  vérifie  sans  peine  que  la 
fonction  F  doitsatisfaire  aux  condilionssuivantes,  de  formes  différentes 
suivant  la  parité  de  p  : 

1"  Si  p  est  impair  on  a  les  conditions 


avec  des  signes  +  et  —  alternativement. 
2°  Si  p  est  pair,  on  n'a  que  des  signes  -+- 

.  <)F  ,)[■■ 

Dans  le  cas  actuel,  où  p  =  n  —  2,  nous  savons  a  priori  que  ces 
équations  doivent  former  un  système  complet.  On  le  vérifie  immé- 
diatement en  supposant  le  système  (2)  ramené  à  la  forme  réduite  (  ro). 

8.  Je  vais  montrer  en  terminant  commenl  on  peul  compléter  un 
résultai  démontré  dans  le  Mémoire  antérieur.  Soit 


J 
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un  invariant  intégral  relatif  (ou  absolu)  du  système  (2);  les  conditions 
pour  qu'il  en  soit  ainsi  expriment  que  l'expression 

(16)     (2  X/'  B"-  )  '/r'  +  (  2  X*B2*  )  dx*- +  '  •  • +  (  2  X/'B"7''  )  dXl" 
où 

est  une  différentielle  exacte  d\J,  et  il  est  clair  que  U  =  const.  est  une 
intégrale  première  du  système  (2).  Il  peut  d'ailleurs  arriver  que  la 
fonction  Use  réduise  à  une  constante,  et  dans  ce  cas  j'ai  indiqué  le 
parti  que  l'on  peut  tirer  de  la  connaissance  de  l'invariant  J  pour  le 
problème  de  l'intégration. 

Revenons  au  cas  où  U  (a;,,  x.,,  . . .,  xn)  ne  se  réduit  pas  à  une  cons- 
tante. Imaginons  que  l'on  fasse  un  changement  de  variables 

*i=9i(yi,  y  *  •  ••>  y»)       («'  =  •,  2, .. .,  ») 

de  façon  que  cette  intégrale  première  devienne  yn  =  const.  Les  équa- 
tions (2)  sont  remplacées  par  un  système 

,,v  f]y±  _  dn  _     _  dy><-<  _  fOo»  - ,-/, 

V,    -'  Y2  Y„_,   "       o     -C" 

pour  lequel  on  a  Y„  =  0.  Quant  à  l'invariant  intégral  J,  il  se  change 
en  un  invariant  intégral  J'  du  système  (2  V 


:  /a,  dy,  + . . .  -+-  «„_,  dyn. 


a,i  dyn, 


et  il  est  clair  que  l'intégrale  première  y„  doit  se  déduire  de  l'inva- 
riant  .1'  de  la  même  façon  que  U  (a?,,  x2,  ... ,  r„)  se  déduit  de  J.  On 

aura  donc 

2  V,  bu  j  dy,  +. . .  +  l  ^  Y<  b»<<  J  dy>»         ''"'  =  ^-'-J^' 
et  par  suite,  puisque  Y„      0, 

11  —  1  a  —  I  n  —  I 

('7)    2Y*&i*=o'     ■■■'     2  ^  A  '     "■     2Ya/'"''   '" 


/,      1 
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Les  ii  —  i  premières  relations  expriment,  d'après  la  remarque  du 
n°  5,  que  l'intégrale  double 

(18)  1 1  bu  dy,  dyk         (i,  k  —  i,i,  ...,«  —  i) 

est  un  invariant  intégral  lf'c)  du  système 

_  -— —  ac, 

I  I  •  S  '  «      1 

où  l'on  considère  yn  comme  une  constante.  On  a  vu  dans  le  premier 
travail  quelles  sont  les  simplifications  qui  peuvent  en  résulter  pour 
l'intégration. 

La  conclusion  est  en  défaut  si  l'invariant  intégral  (18)  est  iden- 
tiquement nul,  ce  qui  exige  que  a,  dy,  +. .  .+  «„_,  dyn_,  soit  la  diffé- 
rentielle totale  exacte  d'une  fonction 

V  =  /  «i  dyx  +  «■>  dyi  -+-. . .  -+■  «„_,  oy„_, 

en  y  regardant  toujours  y„  comme  une  constante.  Posons 

\\  =  an  —  -j—  =  aa—  /  -r—  </y ,  +  .  .  .  H — —  dy„_,  ; 

on  a 

ef  W  __  àa„  dy,  (Ja„     4r*-i       / àat  dy\  ,)<in  .,  rfy„_i 


c//,         rfy,    <//  rfy„  -i     dt  \f>y,i   dt  û) •„       r/£ 

»  - 1 

=2  M  ^  ~  ^  j  ' 

l:    I 

et  le  second  membre  est  égal  à  l'unité,  d'après  la  dernière  des  rela- 
tions (17).  On  aura  donc,  dans  ce  cas,  une  nouvelle  intégrale  pre- 
mière renfermant  /, 

(19)  'h,  —  /  -s—  dyt+...-+-  -T—dv,,  .,    =  f+const.; 

il  en  sera  .linsi  en  particulier  pour  n  —  '!. 

i).   Revenons  au  cas  où  l'on  connaît  un  invarianl  intégral  I.,''  "  du 
système  1  2  1 

(20)  I.  j  l\,,,d.r,,/,k; 

Journ.  de  Math.  (7»  série),  tome  I.  —  Kasc.  111.  1  <  j  1  • .  <'-' 
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les  n  relations 

A.,,  dxt  -+-  A12  dx«  +  . . .-+  A,„  dxn=.  o, 
,  A.M  d.v,  -+-  A,,  dx„  +  . .  .-4-  A„„  dx,,=  o, 

(21) 


A,n  <5?j-,  -+-  A„2  rfj,  -+-...  -t-  A„„  of^„  =  o, 


qui  se  réduisent  à  n  —  p  relations  distinctes  (p>  o),  forment  un 
système  complètement  intégrable  dont  toutes  les  intégrales  sont  aussi 
des  intégrales  du  système  (2).  Si  />>i,  on  peut  ainsi  former  un 
système  complet  admettant  moins  de  n  —  1  intégrales  distinctes  qui 
appartiennent  au  système  (2).  Si  p  =  1,  le  système  (21)  est  équivalent 
au  système  (2 '),  mais  on  peut  en  déduire  un  multiplicateur. 

Supposons  p  >  1  ;  les  équations  (21)  admettent  q  =  n—p  inté- 
grales distinctes  que  l'on  obtiendra  par  l'intégration  d'un  système 
complet  de  p  équations.  Imaginons  que  l'on  fasse  un  changement  de 
variables  xl-—zil(yf,y2,  ...,y„)  de  façon  que  y,,Y2,  •■■■>y<i  soient 
précisément  ces  n  intégrales.  L'invariant  (20)  se  change  en  un  nouvel 
invariant  de  même  espèce  l'.',dc> 

(ao)'  l'=flaikdyidyk, 

et  le  système  invariant  (21)  devient 

[  «11  dyx  +  a,»  dy2 +  ...-+-  ain  dy„  =  o, 
()l  !  an  dyi  -t-  «22  dy„  +  ...-+-  n»,,  dy„  =  o, 

/ 

I    ««1  dyi  +  ««2  dy,  +  ...-+-  a„„  dy„  =  o. 

Ce  système  doit  être  équivalent  au  système  dy,  =  o,  . . .,  dyq  =  o;  il 
faut  donc  que  tous  les  coefficients  a,k  pour  lesquels  l'un  des  indices  i 
ou  A"  est  supérieur  à  q  soient  nuls.  De  plus,  le  système 

«n  'h'\  -+-■■  •+  «1,^',=  °' 

«s,  dyx  -+- ...-+-  a,,,  dyq=o, 


«71  dyi  +  ...+  aqq  dyq  =  o 


doit  entraîner  les  relations  dy{  =  o,  . . .,  dyq=  o.  Le  déterminant  de 
Pfaff  doil  être  différent  de  zéro,  et  par  suite  q  =  n  —  p  est  nécessaire- 
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ment  un  nombre  pair  ir,  ce  qui  se  déduirait  aussi  aisément  de  la 
théorie  du  problème  de  Pfaff.  Les  conditions 

c'a,/,        dakl        da,, 
ôyi         ày,        dyk 

qui  expriment  que  ict^^x,^.  est  un  invariant  I;' montrent  en  outre 
que  les  coefficients  alk,  où  i  et  k  sont  au  plus  égaux  à  ir,  ne  dépendent 
que  de  y„  y2,  ...,y.,r.  Il  est  clair  que  la  connaissance  d'un  tel  inva- 
riant ne  peut  être  d'aucune  utilité  pour  achever  l'intégration  du 
système  transformé  qui  est  de  la  forme 

dy,  __       _  dy,,.       dv2r+l  dy„ 


MOUVEMENT    d'un    POINT    SUR    UNE    SURFACE.  26 1 


Sur  le  mouvement  d'un  point  matériel, 
soumis  à  une  force  donnée,  sur  nue  sur/are    fixe  et  dépolie, 

Par  P.    WORONETZ, 

Professeur  à  l'Université  de  Saint-Wlatlimir.  Karawaiewskaïa,  9, 

à  Kieff  (  Russie). 


La  Note  présente  se  divise  en  deux  Parties  : 

Dans  la  première  (n"  I  à  n°  8),  nous  nous  proposons,  en  employant 
les  coordonnées  curvilignes  u  et  rde  Gauss,  d'obtenir  l'équation  diffé- 
rentielle de  la  trajectoire  d'un  point  matériel  M,  soumis  à  une  force 
active  donnée  $  et  contraint  à  se  mouvoir  sur  une  surface  donnée  S, 
fixe  et  dépolie.  Dans  la  seconde  Partie  (nos  9 et  10),  en  supposant  que 
le  mouvement  du  point  M,  sous  l'action  de  la  même  force  <I>  et  sur  la 
même  surface  S,  mais  dépourvue  de  frottement  (mouvement  non 
troublé),  soit  donné,  nous  considérons  les  constantes  d'intégration  du 
problème  non  troublé  comme  variables  dans  le  problème  troublé 
(mouvement  de  M  sur  S  avec  frottement)  et  nous  développons  les 
équations  différentielles  qui  définissent  ces  nouvelles  variables  en  fonc- 
tion du  temps  t. 

I. 

1 .  Soient  les  équations  de  la  surface  donnée  S 

■*  =  /i(".  <').         r -./',(«,  i').        *  =  /*(«,  «0 

x,   r,  z  désignaiil   If s  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  S; 
soi  m  i  E,  F,  G;  D,  D',  D"  les  coefficients  des  deux  formes  quadratiques 

fondamentales  de  la  surface  S,  de  sorte  que  l'arc  ds  d'une  courbe  ('. 


2D2  P.     WORONET/.. 

tracée  sur  S,  les  composantes  de  la  courbure  -  de  C  suivant  la  nor- 
male n  de  S  et  suivant  la  direction  p  orthogonale  à  «  et  à  ds,  s'expriment 
par  les  formules 

cos(p.  n)        j_  __  D  +  aD'O  +  D'^ 
~p         —  R  —   E  -t-  2  F  v  -t-  G  v3  ' 

I  cos(p,  p)  _    i  _     i        d  F  -f-  G  0  à v  dv  dv        \ 


I"     H  \du  s/E+zFv  +  Gv*         2  v/E -t- 2  F  0  +  G  0'- 


\  H  =  -t-  ^EG  -  F*  ; 

où  v  est  la  dérivée  de  v  par  rapport  à  u,  77  la  courbure  de  la  section 

normale  de  S  tangente  à  la  courbe  C,  ^  la  courbure  géodésique  de  cette 

courbe  C.  La  normale  «est  dirigée  par  rapport  aux  courbes  u(p=const.) 
el  p(«=  const.),  comme  Taxe  Oz  l'est  par  rapport  aux  axes  O-relO»  ; 
la  perpendiculaire/?  par  rapport  à  ds  et  à  //  est  dirigée  comme  Taxe  Qy 
par  rapport  aux  axes  <  > x  el  <  )s,  de  sorte  qu'on  a,  comme  il  est  facile 
de  l'établir, 

(2)      Kdscos{p,  x)=\E^-F^+(F^—G^)o\du, 

'       '  dv  Ou       \     0\-  au  J   J 

Nous  supposerons,  en  outre,  que  la  direction  de  la  normale  n  coïn- 
cide avec  celle  dans  laquelle  le  point  matériel  M  peut  quitter  la 
surface,  ce  qu'on  peut  obtenir  toujours  en  choisissant  convenablement 
les  désignations  u  et  p  pour  les  courbes  coordonnées  de  la  surface  S. 
Ainsi  la  réaction  normale  N  de  la  surface  sera  toujours  dirigée  suivant 
la  direction  de  n. 

La  direction  positive  de  l'arc  s  coïncidera  avec  celle  de  la  vitesse  w 
du  point  M  à  l'instant  considéré.  La  projection  de  la  force  $  sur  une 
direction  quelconque  co  sera  désignée  par  $„,. 

Quant  à  la  force  de  frottement,  nous  acceptons  l'hypothèse  habi- 
tuelle :  celle  force  a  la  direction  opposée  à  la  vitesse  w  de  M  et  sa 
grandeur  est  proportionnelle  à  la  réaction  normale  N  de  la  surface;  le 
coefficient  de  frottement  sera  désigné  par/. 

Le  problème  du  mouvement  d'un  point  M  sur  une  surface  donnée  S 
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se  résout,  comme  on  sait,  par  l'intégration  de  deux  équations  du 
second  ordre  qui  définissent  les  coordonnées  curvilignes  u  et  v  en 
fonction  du  temps  t.  Quand  la  force  $,  comme  nous  supposerons,  ne 
dépend  que  de  la  position  de  M  sur  S,  on  peut  encore  éliminera  entre 
ces  équations,  et  l'on  obtient  alors  l'équation  de  la  trajectoire  de  M 
sous  la  forme 

(3)  |(«,  v,  c,  r,  i')  =  o, 

où  le  nombre  des  points  sur  v  indique  l'ordre  de  la  dérivée  corres- 
pondante. 

Nous  allons  déduire  maintenant  cette  équation. 

2.  La  projection  de  l'accélération  du  point  M  sur  la  direction  de  p 
est  évidemment  égale  à 

H-  2S 

P      ""    '»P' 

S  et  m  désignant  la  demi-force  vive  et  la  masse  du  point  M;  par  con- 
séquent, en  projetant  l'accélération  du  point  M  surles  directions/?  et/?, 
et  en  considérant  les  équations  (1),  on  obtient,  selon  la  deuxième  loi 
de  Newton,  les  deux  équations  suivantes  (équations  intrinsèques)  : 

(4)  ~=*.  +  N,        ^  =  *p. 

Si  l'on  tire  de  ces  équations  les  valeurs  de  s  et  de  N, 

(5)  lr<t>„,         N  =£*„-*„, 

on  peut  donner  au  théorème  des  forces  vives 

(6)  dG=(<l>s-fN)ds 
la  forme  suivante  : 

d 


(7) 


du 


l-  r *„)  =  (*,  -  /1 4.„  +  f<t>^  y/E  +  2 To  +  G <■"-. 


Le  radical  prend  le  signe  -f-,  quand  //  croit  avec  le  temps,  ri  I, 
signe  —  dans  le  cas  opposé. 
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En  y  substituant  les  valeurs  de  R  et  F"  tirées  des  équations  (i),  nous 
parvenons  à  l'équation  cherchée  (3)  de  la  trajectoire  du  point  M. 

Lorsqu'il  existe  une  fonction  de  forces  U  (u,  f),  on  trouve,  au  moyen 
des  équations  (2), 

<1>,  ds  =  dV,         R$p  ds  —    E  -3 F  —  +    F G  —    v 

p  dv  du        \     dv  du) 

et  l'équation  (7)  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 
1        ov  du       \     ov  Ou  I 


du, 


<8>  i[m 


\/E  -t-  2  F  v  -t-  G  r- 


] 


du 


du  .  _  f  r 

rfc  "       H  R 


x 


E  — F  - h    F  -r G  -—  \v\-\-  /<!>„  \/h  -t-  2  t-  c  -t-  G  r2. 

de  t>«        \     àv  au  J  J       v 


Après  avoir  intégré  l'équation  (7)  ou  (8),  c'est-à-dire  après  avoir 
déterminé  v  en  fonction  de  u  et  de  trois  constantes  arbitraires,  on 
trouve  le  temps  /  par  une  quadrature 


(9) 


/  —  /, 


-  /-  /Vf 


+  iFf+  Gi>2 


v/riv 


c/«, 


/„  désignant  la  quatrième  et  dernière  constante. 

Cette  formule  est  déduite  de  la  première  équation  (5)  par  la  substi- 
tution 
,      \  „  ds2 

(.0)  2®  =  mië' 

Il  faut  encore  remarquer  que   le   mouvement  du  point  M  sur  la 
surface  S  n'est  possible  que  quand  on  a  [formule  (5)| 


(") 


N  =  ïï4>„-4>„    0. 


II. 

.">.    \\;mi   de   faire  quelques  applications  des  formules  obtenues, 
nous  allons  discuter  un  cas  spécial  qui  doit  être  traité  particulièrement . 
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C'est,  d'après  M.  P.  Painlevé  ('),  le  cas  des  trajectoires  remarquables 
pour  le  problème  en  question. 

Supposons  que  la  surface  S  et  la  force  $  soient  données  d'une  telle 
manière  que  les  équations 

(n)  j=o,        4>p=o 

puissent  être  satisfaites  simultanément.  La  deuxième  des  équations  (4) 

sera  alors  satisfaite,   mais  évidemment  on   ne  peut   pas  obtenir  la 

solution  indiquée,  en  employant  l'équation  (7)  de  la  trajectoire. 

Il  résulte  de  la  première  des  formules  (12)  que  le  point  M  décrit  sur 

la  surface  S  une  ligne  géodésique.  Cette  courbe  étant  donnée  par  les 

équations 

K  =  <p,(s),        (>  =  <ps(s), 

il  reste  encore  à  exprimer  le  temps  /  en  fonction  de  s.  Pour  obtenir  cela 
nous  éliminons  ]N  entre  les  équations  (4)  et  (6)  : 

ds 
dS  -+-  2/-jtE  =  (*,-+-  /<!>„)  ds  ; 

par  conséquent,  on  a 

5=1    f(<t>s  +  /<bn)e'J*  ds -h  consl.    e^2'*'  R  =&(s). 

En  employant  maintenant  la  formule  (10),  on  obtient  définitivement 

/m    r  ds 
t  =  \/—   /  ^t—,  +const. 

V  2  J  5 (-0 
Le  mouvement,  en  vertu  de  l'équation  (4),  n'est  possible  que  si 
l'on  a 
(.3)  N  = -g- -•„><>. 

4.   Soit,  par  exemple,  S  la  surface  d'Enneper  : 

x  =  3u  +  3u<t—ut,        y  =  3v  +  3u*v  —  v\        s  =  3u*  —  3p»; 

E  =  G=9(H-«,+  <>')2<         F  =  o;         D  =  6,         D'=o,         D"  —  —  6; 
1  2  »  —  i'5  1  _  (  1  +  m*  +  f1)  t;  ■+-  a ( uv  —  <')  (1  +  i>* ) 


(')   P.   Painlevé,  5ar  fea  mouvements  et  les  trajectoires  réels  des  systèmes 
(Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  l.  XXII,  1S94). 

Journ.  de  Math..  (7*  série),  tome  I.  —  Fasc.  III,  igi5.  ^4 
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Soit  <ï>  la  résultante  de  deux  forces  :  l'une,  répulsive  de  l'origine  O 
des  coordonnées  rectangulaires,  proportionnelle  à  la  distance;  l'autre, 
répulsive  du  plan  Oxy,  aussi  proportionnelle  à  la  distance  : 

<5>x—^x,        $y=e*y,        4>-=e2; +  £j;. 
Soit 

£'  ~3     ' 
on  trouve  alors 

E2((/!  +  c2  +  3)  (e  —  «('•) 


4>„  =  —  2£-(u2—  r!),  4> 


/>- 


v/i-hi'2 
Les  conditions  (12)  sont  donc  remplies,  si  l'on  a 

r  =  eu, 

c  désignant  une  constante  arbitraire. 

Cette  équation  détermine  un  système  de  lignes  géodésiques  qui 
passent  par  l'origine  O  et  qui  coupent  toutes  les  lignes  de  courbure  u 
sous  un  angle  constant  i,  égal  à  arc  tangc. 

La  formule  (i3)  donne 

/        du2 
N  =  2(1— c*-)t  3  m^fr  -4-  e*  m2 
\        dt- 

Le  mouvement  sur  la  surface  S  n'est  donc  possible  que  lorsqu'on  a 

c'est-à-dire  lorsque  la  trajectoire  se  trouve  au-dessus  du  plan  Oxy. 

5.  Le  problème  précédent  pourrait  être  généralisé.  La  force 
active  $  étant  donnée,  nous  nous  proposons  de  trouver  l'équation 
la  plus  générale  d'une  surface  sur  laquelle  un  point  matériel,  sollicité 
par  la  force  donnée,  peut  se  mouvoir  suivant  les  formules  (12).  Soit  <I> 
la  force  de  la  pesanteur. 

Cherchons  l'équation  de  la  surface  sous  la  forme 

z  =  fonct.  (x,  y), 

en  prenant  l'axe  Or  dirigé  verticalement. 

<  )n  peut  alors  formuler  ainsi  le  problème  posé  :  Il  faut  trouver  une 
surface  sur  laquelle  existe  une  ligne  géodésique  telle  (pie  la  direction^?, 
pour  tous  les  points  de  cette  ligne,  soit  perpendiculaire  à  O;. 
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La  direction  p  étant  normale  à  ds  et  à  n,  on  a,  pour  chaque  point 

de  la  courbe  cherchée, 

dx  dz        dy  dz 
ds  dy       ds  dx  ~ 

Or,  pour  pouvoir  nous  servir  de  la  condition  qui  exige  que  la  courbe 
cherchée  doit  être  une  ligne  géodésique,  difl'érentions  l'équation  précé- 
dente : 

d'-xdz       d"-y  dz    ^   dx  (  d--z    dx       à*z  dr\_dyfd*zdx         d* z    dy\  _ 


ds"-  dy       ds1  dx       ds  \dy  dx  ds       dy'1  dsj       ds\dx-  ds       dx  dy  ds 
remarquons  qu'on  a  pour  une  ligne  géodésique 

dlx  dz        dîy  dz 


—  r> 
ds2  dy       ds1  dx 


et  éliminons  les  dérivées  de  x  et  y  par  rapport  à  s. 
Nous  parvenons  de  cette  manière  à  l'équation 


dz_  dz  fd'z      à^z 
dx  dy  \  dx-       dy'' 


dx)        [dy)  \ 


d*z 
dx  dy 


qui  définit  la  surface  cherchée. 

L'intégration  de  cette  équation  ne  présente  pas  de  difficultés,  et  nous 
obtenons  l'intégrale  générale  sous  la  forme 

x  sinto  +  y  cosgj  -+-  cp(to)  +  ^(~)  =0, 

où  <p  et  '\>  désignent  des  fonctions  arbitraires  et  où  le  paramètre  ai  doit 
être  éliminé  à  l'aide  de  l'équation 

r/cp 

x  cosco  —  y  si n  &>  -) r-  —  o. 

J  du> 


III. 

H.  Dans  le  problème  du  mouvement  d'un  point  matériel  sur  une 
surface  donnée,  fixe  et  polie,  L'intégration  des  équations  du  mouvement 
se  ramène,  comme  on  sait,  à  des  quadratures,  quand  une  des  coor- 
données curvilignes,  par  exemple  c,  est  cyclique,  c'est-à-dire  quand  la 
fonction  de  forces  U  et  les  coefficients  E,  1' ,  ...,  D"  de  la  surface  ne 
renferment  pas  explicitement  cette  coordonnée  v. 
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Appliquons  à  ce  cas  l'équation  (8)  de  la  trajectoire  sur  une  surface 
dépolie.  Cette  équation,  quand  p  est  cyclique,  devient  l'équation  diffé- 
rentielle du  second  ordre  par  rapport  à  v  : 

...  d  (  T  F  +  G<>  • 

(i4)  -j-l  —. i7  —  U 

du  \ 2  El  v/E  +  2Fr-t-Gi<2 

-+-  Ù  -+-  /  j^  (  F  +  G  v)  Ù  +  /4>„  /E+îFHGc'  =  o. 

En  posant 
(i5)  ï)  = 


V/E+  2F^-t-G1'2 
nous  obtenons,  à  l'aide  des  formules  (i),  l'équation 

,  .,  '••      Ù     •       „•  ,       H        /  i      •       <t>„  -\ 

(io)  nn  =  —  t)rt  -+-  3v)2-)-  if  (  — Yir) -I -Y]2     , 

U  y/G  — ^'2  \R  U      / 

où  R  désigne  la  valeur  de  R,  exprimée  en  fonction  de  u  et  /]  : 

,     N    i        DG  —  FD'  „       D"    .      D'G-D'F/    ,,        _  « -v  ^ - 

(■7)=-=       H>G      (G-^2)+^r,2+       QîH2       (QHri-Fy/G-nWG-n2. 

7.   Par  exemple,   pour  l'hélicoïde   gauche  à   plan   directeur  nous 
avons 

X—ticosv,         y  =  u  sine,  z  =  In>\ 

E  =  i,         F  =  o,         G  =  «!+/r;         D  =  o,         D'  = /f  D"=o. 

v/«2-t- A2 

Soit  le  point  M  repoussé  par  l'axe  de   l'hélicoïde  avec  une  force 
inversement  proportionnelle  au  cube  de  la  distance  : 

U=--^,         *„=o. 

L'équation  (16)  donne,  en  vertu  de  la  formule  (17), 

3    •       „  -,  4/j/ 

•flY)  = Y]Yj  +  on' - — 3  vu. 

(u»+A»)T 

Contentons-nous  de  considérer  une  solution  particulière.  L'équation 
précédente  admet,  comme  on  le  voit  immédiatement,  l'intégrale  parti- 
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culière 

h  yV-+-  h2 

Écrivons  cette  équation,  suivant  la  formule  (i5),  sous  la  forme 


\[ur+hï 


v/i-t-  (m*  H-  A*)t>*  J 

il  en  résulte 

h 

u  sin  cp  =^  —  -j  =  const., 

o  désignant  l'angle  sous  lequel  la  trajectoire  coupe  les  génératrices 
rectilignes  de  la  surface. 

La  solution  analytique  s'exprime  en  fonctions  elliptiques. 

L'équation  de  la  trajectoire  est 


u  cos  a  m 


où  le  module  A"  est  défini  par  la  formule 


À*  = 


et    où   p,    désigne   une  constante    qui    est    égale    à    la    valeur   de   v 
pour  u  =  h  '.  f. 

La  formule  (9)  devient 


£  r"         iû- du 


/,  désignant  la  valeur  de  /  pour  u  =  h:/. 
En  posant 


/cos<p 
on  a 


J_(i_M=f *?        .     =n(T,-i,*). 

i+A'/t-  J0    (1  -  sin2cp)v/i  —  A-!  sin1? 

Le  mouvement  sur  la  surface  est  admissible,  parce  que,  d'après  la 
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formule  (1 1),  nous  avons 


s/^-f 


N=^    r  ,     >Q, 

8.  On  peut  aussi  se  servir  de  l'équation  (16)  de  la  trajectoire  pour 
le  problème  inverse  de  la  Dynamique.  Cherchons,  par  exemple,  une 
surface  de  révolution  : 

x  =  ucosv,         y  =  11  sinv,         z  =  z(u); 

e  =  h-c2,      F  =  o,     G  =  «2;     n=      "      ,       D'^o,      n»=     uz   -. 
telle  qu'un  point  pesant 


mi 
U  =  mgz,  <!»„  = 


\/i  +  z* 

en  glissant  sur  elle,  puisse  décrire  une  courbe  loxodromique 

Y)  =  u  sin«, 

c'est-à-dire  une  courbe  qui  coupe  les  méridiens  sous  un  angle  cons- 
tant i. 

En  remplaçant,  dans  la  formule  (16),  Y]  par  sa  valeur  usini,  on 
obtient  l'équation 

(«i+3:)  cosi  +  2/     i  +  :!+  ( — z  )z  cos'j     =  o 

L  \i  +  =2      /        J 

qui  définit  z  en  fonction  de  u  et,  par  conséquent,  qui  détermine  la 
surface  cherchée. 

Kvidemment  l'intégration  de  cette  équation  se  ramène  à  des  qua- 
dratures. 

IV. 

9.  Procédons  maintenant  au  développement  de  la  seconde  méthode 
indiquée  dans  la  Préface. 

lui  désignant  par  u'  et  v'  les  dérivées  de  u  et  epar  rapport  au  temps  t 
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et  par  G  la  demi-force  vive  du  point  M  : 

mec2        m  ,_    ,,  _,    ,   ,   ,   .„    ,,. 

G  = =  —   Eu"+2  Fh'i'4-  Cri'  2), 

2  2 

écrivons  les  équations  de  Lagrange  pour  le  mouvement  du  point  M  sur 

la  surface  S  : 

d  /  d&  \       dS  _  „ 

Pour  obtenir  Q„  on  imprimera  au  point  M  un  déplacement  vir- 
tuel de  osu  obtenu  en  laissant  t  et  v  constants  et  faisant  varier  seule- 
ment udeou;  le  travail  virtuel  des  forces  qui  agissent  sur  M  sera  Q„S«. 
S'il  existe  une  fonction  des  forces  U(«,r),  ce  travail  virtuel  de  la 

force$seraégalà-j-o«;  quant  à  la  force  de  frottement,  on  calcule  son 

travail  virtuel  de  la  manière  suivante  : 

\JË  m'  -+-  -jL  <>' 

-fHcoi(w,u)bm=-fX-=  ]E  liSfËSu. 

\JEun-\-  iFh'c'  +  Gi'" 

On  a  donc 


du        J      \/Em"  +  2F«'i''+Gp" 

En  remplaçant  N  par  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (4)  et  en  tenant 
compte  des  formules  (i),  on  obtient  les  équations  de  Lagrange  qui 
définissent  u  et  v  en  fonction  de  t  sous  la  forme 

dl\dîP )  ~~  au 

Ea'  +  Fc' 


=  ^.  —  mf(\)  u'*  +  2  D'  u'  v'  -t-  D" <>'2  —  —  $„  ) 

du  \  m       J  Jku>> 


v/E«"+iF«'i',+  G  p" 


Introduisons  alors  les  variables/)  el  y  par  les  formules 
Au  moyen  d'une  transformation  bien  connue,  nous  aurons  les  équations 
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d'Hamilton 

1  du 

àT 

dp  _         dT 

(18) 

\  dt 

dp' 

dt            du 

\dV 

àT 

dq             àT 

f  dt 

'dg' 

dt  ~         dv 

où  il  est  posé 

T—  - 

1 

(Gp*- 

2  F pq  -+-  Eq*), 

du 


-/S/», 


V/2TL     \àp  /  dp   dq 


O' 


•U.l 

III 


Ces  équations  définissent  les  variables  i/,  c,  p,  y  en  fonction  de  t  et  de 
quatre  constantes  arbitraires. 

Or,  d'après  Jacobi,  prenons  l'équation  différentielle  partielle  d'Ha- 
milton et  de  Jacobi  pour  le  mouvement  non  troublé,  c'est-à-dire  pour 
le  mouvement  du  point  M,  sous  l'action  de  la  même  force  $  et  sur  la 
même  surface  S,  mais  sans  frottement  (/=  o).  Cette  équation  est 


=  U(u,  l')+«, 


2 /h  H-  L     \  du  j  du     dv  \  dv 

a  désignant  une  constante  arbitraire. 

Soit  l'intégrale  complète  de  cette  équation 

W(m,  c,  a,  b)  -+-  consl., 


h  désignant  une  autre  constante  arbitraire.  Remplaçons  dans  les 
équations  du  mouvement  (18)  les  variables  u,  v,  p,  ^par  les  variables», 
h,  a,  3  déterminées  par  les  équations 


(■9) 


du 


d\\ 

~àV' 


_  à\\  „  _  àW 


Pour  y  parvenir,  différentions  les  formules  précédentes,  en  ayant  égard 
aux  é(|uations  (18)  : 


dp 

dt. 


àT 
du 


du 


fSp 


à"-W  dT        d-VV    àT        à"W   da        à*\\   db 
du1    dp        àuài>  dq        àuàa  dt        àuàb  dt 
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et  remarquons,  par  la  définition  de  la  fonction  "NA  .  que  l'on  a 

àT       àT  d°-  W        àT   d-W  _  àU 
du        àp    au-         àq  du  àr        du 

Donc  nous  parvenons  aux  équations 

d2W   da        r)2W   db  _  „  dW  <JSW  rfa        d*W    db       dy. 


du  da   dt        du  db  dt  J       du  du1     dt        da  db  dl         dl 

d-W   da        d2\V   db  ,ad\V  à'W   da        à*W  db        dÇ> 

=  — /S- 


àv  da  dl    '    àv  dl>   dt  "        J       àv  da  dh  dt  db2     dt   "     dt 

Or,  lorsqu'on  tire  des  équations  (19)  les  variables  u  et  v  : 
u  =  u(a,  />,  a  +  t,  (3),         v  =  i'(«.  b,  y.  +  t,  (3), 
de  sorte  qu'on  a 

d2W  du        à'W  àv  d2W  du       <PW  àl 


'  >  .).. .)/.  .)..  -'-  .)..  .>/.  .)..        ' 


du  da  dx        di'  da  da  du  db  dy.        àv  àb  àx 

les  formules  obtenues  nous  donnent 


da^_        fS(àWàu       à\V  àv\ 

dt.  ~  \  du    da         ai'    dy.)  ' 


ou  définitivement 
/  da 

(20) 


dt  J      àv.  dt       J      \àa 


db  _         =  «*W  W_-     à\X  \ 

dt-  ~/b-àf'       dl~f   \'dT~pJ' 

S  et  W  désignant  les  fonctions  S  et  \V  exprimées,  à  l'aide  des  for- 
mules (19),  en  fonction  de  a,  b,  a.  -+- 1,  [3. 

Les  équations  précédentes  définissent  les  variables  a,  />,  a,  [5  en 
fonction  de  /  et  de  quatre  constantes  arbitraires. 

10.  Soit,  par  exemple,  S  un  cône  de  révolution  : 

x       u  cosf,        y  =  usinv,        s  =  ucott; 

F  =  o,         G  — u-;         D  =  o,         D'=ro,         I»        acosj*. 


Mil     / 


Suii  le  point  M  repoussé  par  l'axe  du  cône  avec  une  force  inversement 
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proportionnelle  au  cube  de  la  dislance  : 

U  = — r  j  <!»„  = ;  cos  i. 

iu-  u< 

Supposons  la  masse  du  point  INI  égale  à  l'unité.  L'équation  diffé- 
rentielle partielle  d'Hamilton  et  de  Jacobi,  pour  le  mouvement  non 
troublé  du  point  M,  sera 

Ur)  Bini  +  ï?Ur'  ; 


et  l'intégrale  complète 


W  =  Ov  +  -^— .   I  1/20-  - s—du. 

Les  formules  (19)  nous  donnent  donc 

1  z1  rtV 


1         /  Ea-t-  b"- 

P  =  -■ :l/   2«—  ■ —  i 


a  -+-  / 


siru    /        /  e*-!-6s 

2(7  - 


M' 


/y  /»  l  du 

q  =  6,  (3  =  c — . 

s2-+-62   "' 
2  a ; — 


Nous  calculons  ensuite  les  fonctions  W  et  S  et  nous  trouvons 

2  a  (a  -+-  i)  sin  1 


W     -  6(3  -4-  2«(«  -f-  0—  -arclang 

S 


\/s2-i~  /'-'  sin  t  \/s-  -+-  62 

2(î(/r  +  £2)  COSJ 


On  remarque  que  W  et  S  ue  contiennent  la  variable  a  que  dans  la 
combinaison  a(a  +  £).  Introduisons  donc,  au  lieu  de  a,  une  nouvelle 

variable 

a  (  0       (  .1 

et  remplaçons  les  équations  1  20  1  par  les  suivantes 
da  ,e   d\\ ',  rfè  ._   , 

-r-  /Si  — :  -7-  /  Si  /'. 

a7  y     '    dy  dt  ■ 

''/  te.  rfP        /q    1  'm  1        «\ 
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où  S,   et  W,   désignent  les  fonctions  S  et  W  exprimées  en  fonction 

de  a,  b,  y,  ft  : 

...         ,.  £-  2  y  siru 

W,  =  £>p  -H  2y =^= — : —  arc  tang       ' 

y/s2  -+-  b-  si  ru'  '   \fs-  -\-  b2 

2a(b2 -h  E'2)  crW 


S,: 


(4yssin2i  +  £2+  62)\/4y2sin2t+  b1 


Évidemment  l'intégration  de  ces  équations  se  ramène  à  des  quadra- 
tures, si  l'on  a  obtenu  y  en  fonction  de  b,  c'est-à-dire  si  l'on  a  intégré 
l'équation 

db=b-2fb^  +  e>)cosi^y  Sïal+b-> 


en  posant 


on  aura 


bi\  ,,       , 

o.  y  si  n  /  =  —  i  b'-h£-=c„ 

o?ï)  tang/   £  —  e2y]2 


rfÇ    _  2/     ?(t-£2)' 

c'est  une  équation  de  Riccati.  Pour  la  remplacer  par  une  équation 
linéaire  du  second  ordre  changeons  les  variables  : 

■'■/    li—  i  '■  /    ?i—  i  dy,  .        ,  ,  i 

langi      ;,  tangj      r(,      </;,  £| 

et  nous  parvenons  à  L'équation 

d'où  l'on  conclut  que  la  solution  générale  du  problème  posé  s'exprime 
en  fonctions  hypergéométriques  de  Gauss. 
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Comment  le  débit  d'un  tuyau  de  conduite  affecté  d'un 
rétrécissement  notable  mais  graduel,  peut  se  déduire 
de  l'abaissement  de  pression  qui  s'y  produit  le  long 
de  la  partie  rétrècie  ; 

Par  J.    HOUSSINESQ. 


I.  On  sait,  depuis  les  observations  de  l'ingénieur  américain  Clé- 
mens  Herschell,  confirmées  par  d'autres,  récentes,  de  MM.  Camichel, 
Eydoux  et  Lhériaud  ('),  que  le  débit  q  d'une  conduite  se  déduit  très 
simplement,  à  des  erreurs  relatives  près  n'atteignant  pas  i  centième, 
de  la  différence  P,  —  P2  des  deux  pressions,  P,,  P2,  qui  s'y  trouvent 
exercées,  le  long  de  l'axe  supposé  horizontal,  dans  la  première  section 
amont, ct,,  etdansla  section  la  plus  rétrècie,  <r2,  d'un  venlurî,  ensemble 
d'un  rétrécissement  notable,  mais  assez  allongé  ou  bien  graduel,  et 
d'un  élargissement  analoguequi  s'y  raccorde  en  lui  faisant  suite,  c'est- 
à-dire  sans  brusque  déviation  ni  courbure  sensible  des  filets  fluidrs. 
La  formule  qu'on  y  applique  est  celle  que  donne,  pour  chaque  filet, 
le  principe  de  D.  Bernoulli  sur  la  conservation  de  la  charge  dans  l'hypo- 
thèse de  fluidité  parfaite,  mais  en  n'y  distinguant  pas  les  vitesses 
individuelles  V  des  divers  filets,  à  la  traversée  d'une  section  normale  a 
quelconque,  d'avec  la  vitesse  moyenne  ou  de  débit  U  à  travers  la 
même  section.  Et,  cependant,  le  régime  d'écoulement  étant  à  peu 
près  uniforme  à  l'entrée  du  venturi,  c'est-à-dire  sur  la  première  sec- 
tion amont  a,  où  P,  désigne  la  pression  sur  l'axe  (évaluée  en  hauteur 
d'eau),   on   sait  que  des  différences   très   appréciables  de  vitesse   y 

(')  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  t.  ICO, 
f\  janvier  igi5    p.  28. 
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existent  entre  le  filet  central  ou  axial,  le  plus  rapide,  et  ceux,  de  la 
périphérie,  quoique  ces  différences  s'atténuent  à  mesure  qu'on 
approche  de  la  section  rétrécie  a\,,  où  la  pression  analogue,  sur  l'axe, 
est  P2. 

Il  y  a  donc  quelque  chose  de  paradoxal  à  ce  fait,  que  l'hypothèse 
de  l'égalité  de  vitesse  des  filets  fournisse  un  débit  q  pratiquement 
exact. 

Je  me  propose  ici  de  montrer  que  le  paradoxe  s'explique  par  deux 
petites  erreurs  de  sens  contraires,  commises  dans  le  calcul  :  l'une, 
évidente  (du  moins  au  sentiment),  qui,  pour  l'excédent  P,  —  P2  de 
pression  constaté  le  long  du  rétrécissement,  fait  obtenir  un  débit  trop 
fort,  et  qui  consiste  en  ce  qu'on  néglige  les  frottements,  les  imperfec- 
tions effectives  de  fluidité  de  l'eau;  l'autre,  plus  cachée,  tenant  à  ce 
que,  pour  un  liquide  parfait,  un  calcul  exact,  avec  mise  en  compte  de 
l'inégalité  de  vitesse  des  filets,  donnerait  un  débit  supérieur  au 
débit  théorique  approché  obtenu.  C'est  justement  la  formule  de  ce 
débit  supérieur,  concernant  un  liquide  hypothétique  parfait,  que 
l'analyse  suivante  a  pour  but  de  faire  connaître. 

II.  Le  rétrécissement  étant  supposé  assez  graduel  pour  n'imprimer 
aux  filets  fluides  ni  courbures  sensibles,  ni  même  inclinaisons  mutuelles 
appréciables,  on  sait  que  la  pression  p  variera  hydrostaliquemenl  sur 
toute  l'étendue  de  chaque  section  normale  c,  ou  que  la  somme  de 
la  pression  p  et  de  l'altitude  G  au-dessus  du  plan  horizontal  de  l'axe,  y 
égalera  simplement  la  pression  P  sur  l'axe.  Ainsi,  la  hauteur  totale  de 

charge h  p  -+-  G  de  chaque  filet  fluide,  constante  le  long  du  filet,  y 

O 

sera  simplement 1-  P. 

I-  O    cr 

On  aura  donc,  pour  un  filet  quelconque,  en  le  considérant  sur  la 
section  d'amont  a,  et  sur  toute  autre  section  normale  a, 

(i)  JL  +  p  =  JLi  +  p 

Multiplions  par  le  débit  constant  dq  du  filet,  qu'exprime  le  produit 
Vda  sur  la  section  a  et  le  produit  V,  da,  sur  la  section  <r,,  [mis  faisons 
la  somme  des  résultats  pour  tons  les  filets,  et  divisons  par  le  débit 
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total  q  =  U<r  =  U,  j,.  Il  vient,  identiquement, 


U2 

2 


^/w?-=s/w^ 


Les  hydrauliciens  appellent  a  l'intégrale   /  (  j-  )   — >  cube  moyen, 

à  travers  la  section  a-,  du  rapport  de  la  vitesse  V  des  divers  filets  fluides 
à  la  vitesse  moyenne  U  :  ils  lui  attribuent  ordinairement  la  valeur 
approximative  i,  i  dans  les  conduites  circulaires  à  régime  uniforme. 
Et  ils  écrivent,  par  suite,  l'équation  ci-dessus,  expression  du  principe 
de   D.    Bemoulli   pour  tout   le    courant   liquide  à    axe    horizontal, 

a 1- P  =  const.   En  l'appliquant  aux  deux  sections  a-,,  cr2  et  dési- 

gnant  par  a,,  a2  les  deux  valeurs  correspondantes  de  a,  on  aura  donc 

(2)  a,il  +  p=a£i  +  p 

Remplaçons-y  les  vitesses  de  débit  U2,  U,  par  les  quotients  équiva- 
lents —  ,  — •  Puis  isolons  la  valeur  de  q\  et  nous  aurons,  dans  l'hypo- 
thèse de  la  fluidité  parfaite,  l'expression  théorique  du  débit  q  : 


(3)  7  =  v'a^(P1-Ps) 


(7,  C2 


v«tâ\- 


Négliger  l'inégalité  de  vitesse  des  filets  fluides,  c'esl  faire  a,  —  i, 
a2  =  i,  ou  prendre 

(  3  bis  )  q  =     4lZi_  v/2^(F,-P2); 

\  *\  —  <*\ 

de  sorte  que  le  coefficient  correctif,  X,  par  lequel  il  faut  multiplier 
l'expression  ainsi  simplifiée  (3  bis)  du  débit,  pour  en  avoir  la  vraie 
expression  théorique,  est 

(4)  •>-.  I    °\-~°\ 


Tel  est  doue  le  i  oefficient  dont  nous  aurons  à  apprécier  ici  la  difle- 
i  "m  e  d'avei  l'unité. 
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III.  Introduisons-y  la  valeur  donnée,  que  nous  appellerons  ul,  du 
rétrécissement,   c'est-à-dire  le   rapport  —  :  pratiquement,  ce  sera 

une  fraction  assez  petite,  comme,  par  exemple,  j  si  le  diamètre  de 

la  conduite  s'y  réduit  de  moitié.  Le  carré  du  coefficient  correctif  A 
deviendra 

(5)  *■=-!=£-. 

Cela  posé,  la  formule  (1),  en  y  spécifiant  le  premier  membre  pour  la 
section  rétrécie  a2,  où  V  =  V,  et  U  =  IL,  donnera,  sur  un  filet  fluide 
quelconque, 

v;-vï  =  ay(P,-pt)1 

équation    où    V,,    V2    seront   comparables  respectivement   à  leurs 
moyennes  U,,  U»,  c'est-à-dire  dans  un  rapport  de  l'ordre  de  petitesse 

de  —  =  ix.  \ T\  sera  donc  une  assez  petite  fraction  du  second  membre; 


et  l'on  aura 


(6)  V2  =  v/^(1V-P7) 


-P.)J 


où  la  puissance  -  de  la  quantité  entre  crochets  pourra  se  développer, 

par  la  formule  du  binôme,  en  une  série  rapidement  convergente. 

Exprimons-y  la  vitesse  V,  du  filet  sur  la  section  a,  d'amont  où  le 
régime  est  à  peu  près  uniforme,  en  fonction  de  la  vitesse  moyenne 

V 

correspondante  U,  et  du  rapport  j-p>  qui  sera  une  certaine  fonction  tp 

des  deux  coordonnées  transversales  différant  modérément  de  sa 
valeur  moyenne  1.  Si  nous  appelons  £  l'écart  <p  —  1  de  cette  fonction 
d'avec  l'unité,  le  carré  e2  sera  un  peu  sensible,  d'une  valeur  moyenne 

/£2—  qui  atteint  quelques  centièmes;  mais  son  cube  e3  sera  généra- 
lement  négligeable  et,  se  trouvant  positif  au  centre  de  la  section, 
négatif  à  la  périphérie,  aura  sa  valeur  moyenne,   /  r1  — ',  encore  plus 

insensible. 

Faisons  ainsi,  dans  le  second  membre  de  ((>),  V,  =  U,ç  et  substi- 
tuons-y de  plus  à  U,  le  produit,  évidemment  équivalent,  de  la  vitesse 
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moyenne  U,  sur  la  section  <7a  par  le  rapport  inverse  p.  des  deux  sections. 
Enfin  posons,  pour  abréger, 

U;  _ 

(7)  2Ô°-(P,-P2)"Ç- 

La  formule  (6)  deviendra,  en  y  négligeant  finalement  une  partie 
de  l'ordre  de  petitesse  de  ^> 

(8)  V2  =  v/2.§(P,-P,)(«  +^?2){=V/20°'(H1-P2)(i  +  ^?—  ^V). 

Il  en  résulte,  en  multipliant  par — -  et  intégrant  dans  toute  la  sec- 

tion  rétrécie  <r2)  une  expression  de  la  vitesse  moyenne  U2  à  travers 
cette  section,  savoir 


(9) 


„,=fiira(r+a:/4^/,*). 


Puis,  en  divisant  (8)par  (9),  développant  par  la  formule  du  binôme 
la  puissance  —  1  de  cette  dernière  parenthèse  et  effectuant  les  produits, 
on  aura  la  fonction  qui  définit  le  mode  de  distribution  des  vitesses 
dans  la  section  rétrécie  : 

Élevons  enfin  cette  expression  au  cube,  toujours  jusqu'aux  tenues 
en  u.6  exclusivement;  puis  multiplions  par  —  et  intégrons,  en  suppri- 
mant finalement  du  résultat  les  nombreux  termes  qui  se  détruisent. 
Il  viendra,  connue  formule  du  coefficient  oc2  qui  était  à  déterminer 
dans (5)  : 

<■■>   *  —i^u^^m 

Observons,  en  portant  dans  (7)  l'expression  (9)  de  l  ,,  que  le 
nombre  -  excède  peu  l'unité,  savoir,  d'une  quantité  comparable  à  p.2; 
de  sorte  que  l'on  peut,  sauf  erreur  négligeable  (en  {>.").  faire  1,    =  1 

dans  (11). 

Joum.  de  Math.  (7*  série),  tome  1.  —  l'as..  III,  191  i,  '-'0 
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Rappelons,  en  outre,  que  l'on  a  cp  =  i  -+-  £,  avec  i  assez  petit  pour 
que  son  cube  £3  soit  jugé  insensible,  ou  pour  qu'on  puisse  prendre 

cp2=  I  4-  Il  +  s2,  cp4=l  -h  4e  +  6s2, 

valeurs  à  substituer  dans  (n).  Il  vient  ainsi,  après  des  réductions  évi- 
dentes, 


(.2) 


"U'S-U-%)'] 


IV.   On  peut  actuellement,  avec  une  erreur  relative  sensible,  il 
est  vrai,  mais  néanmoins  de  l'ordre  de  petitesse  de  e,  remplacer — - 

par  — -■  Effectivement,  si  les  e  s'annulaient,  ou  qu'on  eût  V=  U  sur 

la  section  d'amont  a,  et,  à  plus  forte  raison,  sur  les  autres  sections  ct 
moindres,  tous  les  fdets  fluides  éprouveraient,  d'une  section  à  l'autre, 
les  mêmes   changements   relatifs  de   grosseur   et  l'on  aurait,   pour 

chaque  fdet,  —  =  constante.  Plus  généralement,  il  estclairque  chaque 
filet  occupera  comparativement  à  d'autres,  à  la  traversée  d'une  sec- 
tion quelconque,  une  fraction  —  de  l'espace  total  a,  d'autant  moindre 

qu'il  y  sera  plus  rapide  par  rapport  à  eux,  leurs  inégalités  relatives 
de  vitesse  se  répercutant  sur  la  variation  des  sections  partielles  rela- 
tives —  >  en  raison  inverse  de  ces  vitesses. 
a 

Si  donc,  dans   /  e2 — -i  l'on  remplace  — -  par  — !»  l'erreur  absolue 
commise  est  de  l'ordre  du  produit  de  e2  par  e,  c'est-à-dire  négligeable. 

£  — -  >  l'erreur  est  de 

l'ordre  de  s.2.  Mais  alors  l'intégrale  restante,  /  £—  >  devient  la  valeur 
moyenne  de  £  à  travers  «r,,  c'est-à-dire  zéro  d'après  la  définition  même 
de  e;  d'où  il  suit  que  /  £ — -  est  de  l'ordre  de  £2  et  a  son  propre  carré 
négligeable,  \insi,  la  formule  (12)  se  réduit  .'1 

1  ! .;  1  'le-  - — -• 

J  <7| 
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Or  on  sait  que  le  coefficient  a  considéré  sur  la  section  d'amont, 
c'est-à-dire  a,,  excède  l'unité  de  3  /  s2  —  >  à  l'erreur  près  négligeable 
3  J?J.  Donc,  si  nous  retranchons  l'unité  des  deux  membres  de  (i3), 


/ 


il  vient,  pour  relier  entre  elles  les  deux  valeurs  de  y.  entrant  dans 
l'expression  (5)  du  carré  À2  du  coefficient  théorique  du  débit,  la  for- 
mule approximative  très  simple 

(l4)  0£2— I  =  fi4(«i— i). 

V.  La  relation  (5)  devientalors,  parl'élimination  de  ou,  la  suppres- 
sion haut  et  bas  d'un  facteur  i  —  a2  commun  et,  finalement,  une 
extraction  de  racine  carrée, 

(i5)  l—    ,  =i  +  J-(«1-i). 

v/«-^(«.-') 

On  voit  que  le  coefficient  de  débit  "A,  pour  un  liquide  parfait, 
excède  un  peu  l'unité.  Si,  par  exemple,  le  venturi  est  au  quart,  ou  que 

a  =y,  et  si  a,  vaut  environ  i,i,  il  vient 

1         4 

À  =  H s =  (environ)  i  -+-  - 

32  OOO 

L'influence  réductrice  des  frottements  en  retranchera,  pour  l'eau, 
une  petite  quantité,  que  l'on  sait,  par  l'expérience  des  questions  de 
cette  nature  et  vu,  ici,  la  très  graduelle  variation  supposée  des  sec- 
lions  a  ou  des  vitesses,  être  comparable  seulement  au  centième.  La 
valeur  définitive  de  X  se  trouvera  donc  un  peu  inférieure  à  l'unité, 
d'une  fraction  de  centième,  conformément  aux  débits  constatés 
notamment  par  M.  Camichel,  dans  des  observations  soignées  de 
laboratoire. 
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Intéressant  théorème  de  réciprocité  dans  les  phénomènes  per- 
manents defiltration,  dû  à  M.  Umberto  Puppini  :  Rapport 
sur  le  prix  Boileau  d' Hydraulique  pour  Vannée  igi5; 

Par  J.  BOUSSINESQ. 


Un  seul  candidat,  M.  Umberto  Puppini,  de  Bologne,  s'est  présenté 
en  nous  envoyant  un  ensemble  de  travaux  connexes,  imprimés  (en 
italien),  dont  le  principal  et  le  plus  récent,  de  1914,  a  pour  titre 
«  Le  principe  de  réciprocité  pour  les  nappes  artésiennes  ». 

Ce  travail  est  relatif  aux  divers  modes  possibles  d'écoulement  per- 
manent, par  des  sources  ou  des  puits  supposés  contenir  toujours  une 
eau  en  repos  ou  presque  en  repos  (avec  surface  libre  à  la  pression 
atmosphérique),  du  liquide  que  fournit  une  vaste  nappe  aqueuse  infil- 
trée ou  dans  le  sol,  ou  sous  le  sous-sol  imperméable,  d'une  contrée,  et 
en  équilibre  aux  grandes  distances  de  la  région  des  puits  considérés. 
La  hauteur  9  de  charge  de  la  nappe  aqueuse,  somme,  en  chaque 
point  (x-,/K,  =  ),  de  l'altitude  effective  6  de  ce  point  et  de  la  pression  /> 
(évaluée  en  hauteur  d'eau)  qu'y  supporte  le  liquide,  est  donc  une 
quantité  constante  loin  des  puits;  et  elle  l'est  même  près  des  puits  si 
aucun  d'eux  ne  débite  de  liquide,  cas  où  o  se  réduit  partout  à  sa 
valeur  sur  une  quelconque  des  surfaces  libres  des  puits,  savoir  à  l'alti- 
tude, alors  commune,  de  celles-ci.  On  prend  comme  plan  horizontal 
de  repère  leur  plan  même  dans  cet  état,  plan  au-dessus  duquel  se 
compteront  les  altitudes  et  dont  les  poinls  situés  dans  les  parties  de  la 
nappe  aqueuse  très  éloignées  sont,  par  suite,  constamment  à  la  pres- 
sion atmosphérique  ou,  comme  on  dit,  sans  pression.  <  >n  aura  ainsi, 
dans  la  nappe,  y  =  0  aux  distances  infinies  de  la  région  des  puits. 
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Dès  lors,  dans  tout  régime  d'écoulement  permanent  à  étudier,  la 
charge  cp  à  l'intérieur  d'un  quelconque  des  puits  égale  l'altitude  (néga- 
tive) de  sa  surface  libre  actuelle  par  rapport  au  plan  de  repère,  c'est- 
à-dire  la  dépression  fixe  //  (prise  avec  le  signe  —  )  de  son  niveau, 
corrélative  au  mouvement  effectif  de  la  nappe;  ce  qui  donnera,  sur 
toute  rétendue  des  parois  mouillées  des  puits,  <p  =  -  //. 

Si  K,  fonction  de  (r,  y,  z)  censée  donnée,  désigne  le  coefficient  de 
filtration  du  terrain  au  point  (.r,  y,  z),  et  que  dn  soit  la  normale  à  un 
élément  plan  quelconque  mené  par  ce  point,  on  sait  que  le  volume 
liquide  q  débité  dans  l'unité  de  temps  par  l'unité  d'aire  de  cet  élément 
plan,  en  venant  du  côté  où  l'on  a  tiré  la  normale  dn,  aura  la  valeur 

K.-r-  :  principe  d'où  l'on  déduit  aisément,  en  l'appliquant  aux  six  faces 

d'un  parallélépipède  rectangle  élémentaire  dxdydz  et  en  exprimant 
la  conservation  des  volumes  liquides  débités  d'instant  en  instant  à 
travers  ces  faces,  l'équation  indéfinie  du  phénomène, 

d  (..  do\        d  /,-  dco\         d  [     do\ 

Il  y  aura  lieu  de  considérer  celle-ci  dans  tout  l'espace  compris  entre 
les  deux  limites  suivantes  :  d'une  part,  l'ensemble  a  des  parois  mouil- 
lées des  puits,  où  la  charge  <p  aura,  dans  chaque  puits,  la  valeur  —  h, 
où,  de  plus,  on  aura  mené  les  normales  dn  vers  l'intérieur  du  ter- 
rain aux  éléments  dr:  de   paroi  et  où  afflueront  dans  ces  puits  les 

débits  q  =  K  -^  (par  unités  d'aire  et  de  temps);  d'autre  part,  une 

grande  surface  ïixe  a,  coupant  tous  les  filets  liquides  qui  aboutissent 
aux  puits  et  circonscrite  à  la  région  où  ils  sont  groupés,  mais  l'entou- 
rant d'assez  loin  pour  que  les  vitesses  de  filtration  y  soient  insen- 
sibles ou,  la  charge  o,  très  voisine  de  zéro.  Si  <///,  est  la  normale  à 
chaque  élément  da{  de  celte  surface,  dirigée  hors  de  <j(,  c'est-à-dire 
du  côté  d'où  viennent  les  filets  fluides,  et  que  qt  soit  le  débit  uni- 
taire k  jl  de  d<ji ,  il  est  clair  que  le  débit  total  de  la  nappe  par  unité 

de  temps  s'écrira  indifféremment  /  qd<j  ou  fq,dat  ;  en  sorte  que  ces 

deux  intégrales  auront  une  même  valeur  finie. 

Cela  posé,  le  théorèmede  réciprocité  découvert  par  notre  candidat, 
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et  démontré  par  lui  au  moyen  de  V Analyse  vectorielle,  s'obtient  en 
comparant  deux  modes  quelconques  distincts  d'écoulement  permanent, 
dont  l'un  sera,  par  exemple,  un  écoulement  spontané  ;  l'autre,  cet  écou- 
lement modifié  par  un  jeu  de  pompes  dans  les  puits  (ou  les  sources), 
ou  par  une  disposition  différente  des  conduits  d'évacuation,  etc.  Dans 
le  passage  d'un  mode  à  l'autre,  les  surfaces  libres  souterraines,  quand 
il  en  existe,  se  déplaceront  assez  peu  et  presque  parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  chaque  endroit. 

Soient  :  9,  h,  q,  q,  les  notations  relatives  au  premier  mode;  sp',  h', 
q',  q\  les  notations  pour  le  second  mode,  où  l'équation  (1)  devient 

d      ,r.d0'\ 


ti  bis)               —  (k^ 

dx  \      dx  y 

>  +  £(« 

do'\        d  1 
~dj)  +  dz{ 

et  où  l'on  aura 

(sur<7)  K^  =  ?' 

(sur  c,) 

Kdk  =  r<> 

de  même  qu'on  avait 

.-  dta 

(sur  ff,) 

1     dw 

fq'd*'=fq\ 


da\, 


i q  da  —  j  '/,  ds,. 


L'équation  cherchée  de  réciprocité  sera 

(■?.)  fk'gda=  fhq'da'. 

Pour  la  démontrer  par  l'Analyse  ordinaire,  ajoutons  les  équa- 
tions (1)  et  (ibis),  après  les. 1  voir  multipliées  respectivement  par  —  -/ 
et  par  o.  Il  viendra 


(3) 


d   I       .    d  j  ,   ,,  da\ 

d    ,       ,    rfq»'  ,   ,-  do\        d   1      ,    do'  . 

Multiplions  celle-ci  elle-même  par  dx  dy  dz,  puis  intégrons  dans  toute 
la  partie  mouillée  de  la  nappe  aquifère  comprise  entre  les  surfaces  -, 

etff,  partie  à  très  peu  près  commu :hez  les  deux  modes  d  écoulement 

et  dont  on  pourra  san    erreurs  relatives  sensibles  supprimer,  près  dei 
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surfaces  libres,  les  éléments  non  communs.  Appliquons  d'ailleurs  à 
chaque  terme  la  transformation  habituelle,  qui  change  en  intégrales 
de  surface  les  intégrales  de  volume  où  une  intégration  sur  trois 
s'effectue  d'elle-même.  Enfin,  observons  qu'aucun  débit  appréciable 
ne  sera  fourni  par  les  parties  de  la  frontière  qui  se  trouveront  ou 
contigues  à  des  parois,  ou  même  voisines  d'une  surface  libre  sur 
laquelle  glissent  les  filets  superficiels,  tandis  que  les  filets  voisins, 
presque  de  même  direction  et  traversant  cependant  la  frontière  en 
question,  la  perceront  comme  tangentiellement,  sous  des  angles  infi- 
niment aigus,  et  ne  constitueront  d'ailleurs  en  tout  qu'une  fraction 
très  faible,  insensible,  de  l'ensemble  des  filets.  Il  viendra  simplement, 
vu  que  tp  =  —  h  et  a>'  =  —  H  sur  les  parois  mouillées  des  puits, 

/  {hq'  —  lé  q)  du  +  I  (oq\  —  ffl'y,  )  fiul  =  o. 

Ici,  dans  la  seconde  intégrale,  les  débits   I  q\di,,      q,d<j,  ont  très 

sensiblement  mêmes  valeurs  finies  que  /  q 'de,  f  q  da;  mais  leurs  pro- 
duits par  les  valeurs  moyennes  correspondantes,  très  petites,  de  o  et 
de  o'  sont  négligeables.  Cette  seconde  intégrale  s'évanouit  par  consé- 
quent et  il  reste  bien  la  formule  (  2)  de  réciprocité. 

Le  théorème  de  M.  Umberto  Puppini  consiste  donc  en  ce  que  les 
produits  respectifs  des  débits  des  divers  puits  dans  le  premier  mode 
d'écoulement,  par  les  dépressions  h'  qui  s'y  observent  dans  le  second 
mode,  donnent  même  somme  que  les  produits  respectifs  des  débits 
du  us  le  second  mode,  pur  les  dépressions  h  qui  s'y  observent  dans  le 
premier. 

L'auteur  constate  d'ailleurs  la  suffisante  exactitude  de  cette  formule 
dans  des  cas  observés  antérieurement  à  sa  découverte,  du  moins 
pour  une  région  du  Piémont  où  sont  trois  puits  servant  à  l'alimenta- 
tion de  Turin  en  eau  potable;  et  il  en  fait  l'application  pratique,  par 
exemple  au  cas  où,  ayant  observé  à  la  fois  débits  et  dépressions 
lorsque  chaque  puits  d'une  région  fonctionne  seul  à  tour  de  rôle,  on 
se  contente  de  noter  ensuile  les  dépressions  produites  dans  chacun  lors 
de  leur  fonctionnement  simultané.  La  comparaison  de  ce  cas  plus 
complexe  à  chacun  des  précédents  fournil  précisément  autant  d'équa- 
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tions  qu'il  y  a  de  puits  et  permet,  par  conséquent,  le  calcul  théorique 
de  leurs  débits  partiels. 

Ce  principe  de  réciprocité  peut  donc  être  d'autant  plus  utile,  que 
l'équation  indéfinie  (i)  du  problème  est  absolument  inintégrable,  à 
raison  non  seulement  de  la  fonction  empirique  et  inconnue  K  qui  y 
paraît,  mais  aussi  de  la  figure,  tout  aussi  difficile  à  déterminer  et  à 
exprimer,  des  parois  imperméables  limitant  la  nappe. 

En  1874,  Betti,  dans  les  questions  d'équilibre  élastique  ('),  et  l'un 
de  nous,  dans  celles  de  mouvements  vibratoires  (2),  avaient,  indépen- 
damment l'un  de  l'autre,  remarqué  un  théorème  de  réciprocité  ana- 
logue, mais  plus  visible  peut-être.  Il  y  avait  donc  un  très  réel  mérite 
à  dégager  celui-ci  dans  une  question  d'écoulement  permanent.  On  voit 
que  notre  candidat  en  a,  de  plus,  saisi  l'utilité  pratique  et  montré 
l'emploi,  après  en  avoir  contrôlé  l'exactitude  au  moyen  d'expériences 
faites  antérieurement  par  d'autres.  Aussi  votre  Commission  est-elle 
unanime  à  vous  proposer,  comme  lauréat  du  Prix  Boileau  d'Hydrau- 
lique pour  1915,  M.  l'ingénieur  Umberto  Puppini,  professeur 
d'Hydraulique  agricole  à  l'École  Royale  d'Agriculture  de  l'Université 
de  Bologne. 

(')   Teoria  délia  Elasticita  del  prof  essore  Enrico  Betti,  p.  ko  (Pisa,  1874). 

(-)  Sur  deux  lois  simples  de  la  résistance  vive  des  solides  (Comptes  rendus 
des  Séances  de  l'Académie  des  Sciences,  7  el  i4  décembre  1874).  Voir  le  texte 
entre  les  deux,  formules  (7)  et  (8). 


Journ.  de  Math.  (7    série),  tome  I.  —  Kasc.  III,  1  p  1 5. 
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Complément  à  un  Mémoire  du  deuxième  fascicule  du  Journal 
de  Mathématiques  pour  191a,  sur  la  théorie  géométrique 
des  déplacements  bien  continus  des  corps  déformables  : 
remarques  et  calculs  montrant  que  la  complication  des 
formules  pour  les  grands  déplacements  est  due  non  aux 
déformations,  mais  aux  rotations  ; 

Par  J.  BOUSSINESQ. 


I.  A  l'article  IV  du  petit  Mémoire  cité  (p.  220  à  227  du  Volume), 
j'ai  reconnu  que,  dans  le  cas  de  déplacements  lj,  Y],  X,  corrélatifs  à  de 
fortes  déformations  d'une  particule,  les  formules  des  neuf  dérivées 
partielles  premières  de  £,  Y],  '(  par  rapport  aux  coordonnées  primi- 
tives x,y,  z  y  sont  linéaires  et  homogènes  en  fonction  des  trois  dila- 
tations principales  D,,  d2,  a3  de  la  particule,  quand  le  trièdre  rectan- 
gulaire des  trois  fibres  principales  (ou  dont  3,,  32,  3,  désignent  les 
dilatations)  a  gardé  son  orientation  primitive;  d'où  il  suit  que  c'est 
uniquement  la  rotation  du  trièdre,  dite  rotation  moyenne  de  la  par- 
ticule et  censée,  si  Ton  veut,  se  faire  après  la  déformation,  qui  vient 
compliquer  les  formules  de  celte  théorie,  de  manière  à  ne  les  laisser 
linéaires,  par  rapport  à  l'ensemble  des  rotations  et  des  déformai  ions, 
que  pour  des  déformations  et  des  rotations  infiniment  petites. 

A  lin  de  mieux  apprécier  le  degré  de  complication  que  les  rotations 
y  introduisent,  traitons  le  cas,  de  beaucoup  le  plus  simple,  où  les  deux 
coordonnées  x,  y,  avec  les  deux  déplacements?,  y],  sont  seules  à  consi- 
dérer, c'est-à-dire  le  cas  des  déplacements  \,  yj  d'un  feuillet  matériel, 
produits  dans  son  propre  plan. 

Alors,  s'il  s'agit  d'une  déformation  pure  (ou  sans  rotation)  d'un 
élément  d'aire  du  feuillet,  les  dilatations  principales  se  réduisent 
à  c\,  y,,  et  leurs  cosinus  directeurs  respectifs,  par  rapport  aux  axes 
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généraux  et  fixes  des  x  et  des  y,  à 

a,  =  coscp,  (3,  =  sin  cp,  a.,  = — sincp,  (32=cosco, 

cp.,  -  -l-  cp  désignant  les  deux  azimuts  respectifs,  restés  jusque-là  inva- 
riables, de.),  et  de  32,  c'est-à-dire  des  deux  fibres  principales  émanées 
d'un  point  central  quelconque  M  de  l'élément  considéré  de  feuillet. 
D'ailleurs,  d'après  les  formules  du  n°  8  du  Mémoire  (p.  219),  1rs 
deux  dérivées  (directes)  A,  B  de  cj  en  x  et  de  r\  en  y,  y  ont  les 
expressions 

dt  —  <?s 


(1) 


;os2  p, 

r>  o,  -,  a,    ,  »       •-,  .,  <Ji-t-Js  ^1—^-2 

B  —  p;<7|-f-  (3jc>2=  O]  si n 2 cp  H-  6>2cos-cp  =  -  —  cos2a>, 


tandis  que  la  valeur,  alors  commune  et  appelée  F,  des  deux  déri- 
vées (obliques)  de  ç  en  y  et  de  yj  en  .r  est 

(2)  F  =  a, (3,  t)|  -1-  oc2(32 <>2  =  ( c),  —  d2)  cosep  sincp  =  — :  sin  2 cp. 

II.  Faisons  passer,  par  le  point  matériel  choisi  M  de  l'élément 
(de  feuillet)  qui  a  pris  sa  nouvelle  configuration,  mais  où  les  deux 
libres  principales  ont  gardé  leurs  directions  primitives,  deux  axes  rec- 
tangulaires des  A  et  des/»',  constamment  parallèles  aux  axes  fixes  des  x 
etdesjy;  et  menons  la  fibre  Mlv  joignant  cette  origine  mobile  M  à 
tout  point  matériel  K.  de  l'élément  de  feuillet.  Soient  h  et  A  les  deux 
coordonnées  primitives  du  point  K  par  rapport  à  ces  axes,  c'est-à-dire 
les  accroissements  élémentaires  qu'éprouvaient  x  et  y  dans  l'état  pri- 
mitif, quand  on  passait  de  M  à  K.  Après  la  déformation  (sans  rota- 
lion  ),  qui  a  changé  Vllv  en  VI  Iv  ,  ces  coordonnées  auronl  évidemment 
crû  de  A//  -+-  F/r,  FA  -+-  B/c;  et,  si  Ton  appelle  //',  /•'  les  deux  nouvelles 
projections,  sur  les  axes  des  //  et  des  /,-,  de  la  libre  Mis.  devenue  M  k, 
projections  que  l'on  peut  dessiner  ou  matérialiser  sur  l'élément  de 
feuille]  ainsi  parvenu  à  sa  configuration  définitive,  on  aura 

(3)  h'      m    :    \)//   !    r/„         /r'=FA  +  (i-t-B)Â-, 

avec  A,  B,  F  fonctions  bien  déterminées,  d'après  (1)  et  (2),  des  deux 
dilatations  principales  données!),,  32  el  de  l'angle  cp  de  a,  avec  les  a; 
avanl  toute  rotation  de  l'élément. 
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Imprimons  maintenant  à  cet  élément  de  feuillet,  autour  du  point 
central  M,  une  rotation  co  quelconque  (comptée  positivement  clans  le 
sens  direct  allant  des  x  positifs  vers  les  y  positifs),  pour  lui  faire 
prendre  l'orientation  qu'il  a  effectivement  après  les  déplacements  !;, 
ï]  étudiés.  Alors  les  fibres  h'  et  k'  ci-dessus,  projections  matérialisées 
de  la  droite  M'K'  devenue  maintenant  dans  l'espace  M"K",  dessine- 
ront, par  rapport  aux  axes  des  h  et  des  k,  à  orientation  fixe,  deux 
axes  rectangulaires  des  h'  et  des  k'  faisant  avec  ces  axes  des  //,  k, 

l'un,  celui  des  h',  les  deux  angles  co, co,  l'autre,  celui  des  k',  les 

deux  angles — h  co,co.   Si  h",  k"  sont  les  nouvelles  coordonnées  de  K, 

par  rapport  aux  axes  des  h,  k,  on  aura,  par  les  formules  usuelles 
des  projections  ou  de  la  transformation  des  coordonnées, 

//"  —  h'  costo  —  k'  sinto,         £"=  h'  sin co  -4-  k'  costo, 
c'est-à-dire,  vu  les  valeurs  (3)  de  h'  et  de  k', 

(   A"=  [(i  -f-  A)  costo  —  F  sinto] h  -f-  [F  costo  —  (i  -t-  B)  sinto]  /.. 

(4  )        \ 

(   k"=  [(H-  A)  sinw  -+-  F  costo]  A  -t-[Fsinu  +  (i-l-B)  costo]/.'. 
HI.   Identifions-les  aux  expressions  évidentes 

qui  doivent  leur  être  égales  cjuel  que  soit  le  rapport  de  h  à  A  ;  et  les 
quatre  dérivées  partielles  premières  de  5,  Y]  en  x  el  y,  qui  expriment 
la  manière  dont  varient  les  déplacements  clans  le  voisinage  du  point  M, 
se  trouveront  déterminées  en  fonction  des  dilatations  principales  el  de 
la  rotation  co.  Si,  à  l'inverse,  >\,  t)2,  s  et  co,  ou  A.  I!,  F  et  co,  sont 
inconnus,  on  aura,  pour  les  déterminer  en  fonction  des  quatre  déri- 
vées partielles  de  :,  7],  les  quatre  équations 

l   (i-i-A)  cosco  —  F  sinw  =  i  -| p-,  (i  -4-  B)  COSW    i    F  sin  co  =r  i  -) — , 

I  il.r  c/\ 

(5)     ' 

I  l' costo  —  (i   i    B)sinw=-^-»  Fcos'.i       (i        V.)  sin  to  =  -r-  • 

,l\  dx 

On  voit  qu'elles  sont  bien  linéaires,  par  rapport  à  A,  B,|l<'  (ou  à  D()  2>a  | 
el  aux  dérivées  de  c,  y),  mais  transcendantes  (trigonométriques) 
en  co  ;  de  sorte  qu'elles  ne  deviennent,  dans  l'ensemble,  linéaires  <■/ 
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homogènes,  c'est-à-dire  simples,  que  si  la  rotation  co  est  infiniment 
petite  (cas  où  l'on  peut  prendre  cosco  =  i,  sinco  =  co)  et  si,  de  plus, 
A,  B,  F,  ou  ?,,  D2,  sont  en  même  temps  très  petits. 

IV.  La  première  (5)  ajoutée  à  la  seconde,  et  la  troisième,  retran- 
chée de  la  quatrième,  donnent  respectivement 

,  -        D.  dP         dc\  .        „,    .  df)        d\ 

(2  -+-  A  -+-  B)  cosco  =  2  -+-  —r-  4-  -y-,  2+A+B    smnz:-; ;-, 

dx       dy  dx        dy 

équations  revenant  à  prendre,  d'abord,  par  l'élimination  de  i  -+-  A  -+-  B, 
ensuite  par  celle  de  co,  avec  extraction  d'une  racine  carrée  et  substi- 
tution finale  de  ?,  -+-  32  à  A  -+-  B  d'après  (i), 


tans  w 


dr\         d% 
dx        dy 


d\        d-o 


d,  -t-  dt  =  —  2  -+-  i  / 


de        dn  \-       ('In        de, 
dx       dy  J        \dx       dy 


Il  résulte,  d'autre  part,  de  la  quatrième  (5),  ajoutée  à  la  troisième, 
et  de  la  seconde  (5),  retranchée  de  la  première,  les  deux  relations 

r  ,  .         D,     •  dl  dh 

■?.  v  cosco  -t-  i  A  —  H)sinco  =  -r^H — — , 

dy        dx 

/  »         dn  c    •  di  dfi 

(A —  B)  cosco  —  2t"  sin  w  =  -~ —  • 

d.r       dy 

Multiplions  respectivement  la  première  de  celles-ci  soit  par  sinco, 
soil  par  cosco,  et  la  seconde,  soit  par  cosco,  soit  par  —  sinco;  puis,  dans 
chaque  cas,  ajoutons.  Il  viendra,  pour  tenir  lieu  de  ces  équations  et, 
en  y  joignant  les  deux  (6)  cjui  ont  déjà  fait  connaître  co  et  ()t  -+- à„, 
pour  remplacer  les  quatre  (5)  : 

I     .         n  /  dl         di,  (  d\         dn  \     . 

|  \dx       dy  j  \dy       dx  J 

J  r  (dl       dn  |    .  (dl       dn\ 

[  2F=    -{d7-dr)""r,)  +  {dy-^dI-)C0^- 

V.  On  portera  ces  valeurs  de  A  —  15  el  de  2F  dans  les  deux  équa- 
tions, résultant  immédiatement  de  (  1  )  et  (2), 

<>;     -d,)cos2cp        \    —  B,  (dt — d2)  sin2<p  -—  ■>.  I'. 
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et  qui  donnent  alors 

(0)  tangaqisr^i-—,  (<>i-^)!=(A—  B)*+4F*. 

On  voit  en  particulier  que,  de  l'expression  de  tang2<p,  se  dédui- 
ront bien,  pour  o,  des  valeurs  distantes  de  -  et,  par  conséquent,  les 
directions  rectangulaires  prévues,  pour  les  deux  dilatations  prin- 
cipales i), ,  0.2. 

A  part  le  cas  de  dérivées  de  H,  Y]  très  petites,  dont  on  puisse  négliger 
les  carrés  et  produits,  toutes  ces  formules  (5)  à  (9)  restent  un  peu 

compliquées,  sauf  quand  on  annule  la  rotation  co,  en  posant  y-;  =  ~r 

et,  par  suite,  dans  (5), 


cas  où  il  vient 


k=^-,         B  =  — ,         f  =  -^  =  —  • 
dx  cl  y  dy       dx' 


B=  ^  +  —  • 
dx       dy 


En  résumé,  même  quand  les  déplacements  sont  plans,  la  théorie 
des  rotations  finies  reste  notablement  plus  complexe  que  celle  des 
déformations  pures. 

VI.  Toutefois,  certains  éléments  sont  relativement  simples.  Tel  est 
d'abord  le  carré  de  la  différence  <?,  —  d.,,  lequel  donne,  d'après  (7  )  et 
la  seconde  (<)  », 

<■•>      '  *-W(£-*)'+fê+£)"- 

Les  nouvelles  valeurs  1+^,1  +  0.,,  par  unité  de  longueur  primi- 
tive, des  deux  fibres  principales  auront  donc  pour  somme  le  radical 
figurant  au  second  membre  de  la  dernière  formule  (6)  el,  pour  diffé- 
rence, le  radical  du  second  membre  de  (10).  Ces  deux  valeurs,  denii- 
sornme  cl  demi-différence  des  deux  radicaux,  s'obtiennent  donc  indé- 
pendamment des  deux  angles  co,  <p;  et  leur  produit,  nouvelle  aire  de 
l'élément  de  feuillet,  rapportée,  elle  aussi,  à  l'unité  d'aire  primitive, 
est  simplement,  après  des  réductious  immédiates, 

"-"■»-«=(-â)(-|)-|s' 
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expression  bien  connue,  que  Ton  utilise  dans  la  théorie  de  la  houle. 
Quand  les  trois  coordonnées  x,y,  s  et  les  trois  déplacements  ij,  y),  '( 
sont  en  jeu,  le  produit  analogue 

(n-«M(H-di)(n-"<îi). 

nouvelle  valeur  de  l'unité  de  volume  primitif  d'une  particule,  a  éga- 
lement une  expression  rationnelle  assez  simple,  bien  connue  aussi; 
savoir,  le  déterminant 


(12) 


<% 

di 

dt 

dx 

dy' 

dz 

dr) 
dx 

dn 

1+   -T-, 

(Iy 

dr{ 
dz 

dt 
dx 

m, 

dy' 

dç 

dz 

(')• 


Enfin,  si  l'on  remplace,  au  second  membre  de  la  première  (9),  2F 
et  A  —  B  par  leurs  valeurs  (7),  où  l'on  aura  substitué  à  cosw  et  à  sino> 
les  quantités  proportionnelles 


dx 


dri  dri 

dy  dx 


dy 


il  vient,  pour  déterminer  les  azimuts  o  des  fibres  principales  dont  les 
dilatations  sont  àn  d.,,  la  formule,  plus  complexe  que  les  trois  autres 
(6)  et  (10), 

dt,        dt)         dl    d£        dr,  dri 
dy        dx       dx  dy       dx  dy 


(i3) 


dr 


dt) 
dy 


2    il  1 : 


El 

dr- 


dr,2 

TlF- 


drf 

dy2 


Le  discernement  des  valeurs  de  <p,  convenant  soit  à  d,,  soit  à  à2,  se 
ferait  par  la  considération  des  équations  (8). 

(')  On  peut  voir  par  exemple,  à  ce  sujet,  mon  Cours  d'Analyse  infinitési- 
male /mur-  In  Mécanique  et  la  l'h  ysigue,  Tome  Ier  (  Calcul  différentiel),  fasci- 
cule Il  (Compléments),  p.  90*.  Les  notations  y  sont  seulement  différentes  :  nos 
variables  indépendautes  actuelles  x,  y,  s  s'y  appellent  £,  n,  Z  et  'es  fonctions 
représentées  ici  par  x  ■+■  £,  y  -+-  Y),  s  -+-  Ç  s'y  appellent  .c,  y,  z.  De  plus,  la  quan- 
tité qu'on  y  a  en  vue  est  la  densité  p  de  la  particule,  inverse  du  déterminant,  et 
non  le  volume,  proportionnel  au  <!•'  lerin  inant. 


Sur  les   marées  d'un    bassin   à  parois   verticales  ; 
Par  François  JAGER. 


INTRODUCTION. 

L'étude  des  marées  océaniques  peut  sembler  au  premier  abord  de 
peu  d'intérêt  :  c'est  un  phénomène  considéré  comme  bien  connu, 
puisqu'on  arrive  à  le  prédire  sans  mécompte  et  avec  une  précision  très 
satisfaisante. 

Cependant,  même  en  faisant  complètement  abstraction  de  l'intérêt 
purement  mathématique  qu'elle  présente,  leur  étude  théorique  peut 
permettre  d'élucider  plusieurs  points  encore  obscurs  de  la  Science. 
Si,  en  effet,  les  résultats  théoriques  ne  coïncident  pas  avec  les  données 
expérimentales  (et  c'est  ce  qui  semble  résulter  d'un  récent  travail  de 
M.  Blondel)  le  point  de  départ  sera  nécessairement  faux;  et,  par  là 
même,  on  contrôlera  la  légitimité  des  hypothèses  fondamentales 
relatives  à  la  nature  du  phénomène. 

Dans  la  théorie  que'nous  allons  exposer,  presque  tout  peut  être 
considéré  comme  certain  d'avance.  Deux  points  seuls  restent  douteux  : 

i°  Le  frottement  est-il  négligeable?  Le  fait  n'est  pas  douteux  pour 
les  bassins  très  profonds  et  peu  accidentés,  comme  le  prouvent  les 
calculs  de  M.  Hough  et  les  mesures  du  coefficient  de  viscosité  de  l'eau. 
Mais  en  est-il  encore  de  même  pour  les  bassins  océaniques  dont  les 
fonds  [accidentés  peuvent  engendrer  des  tourbillons  capables  de 
rendre  sensible  l'influence  du  frottement?  Le  calcul  permettrait  sans 
doute  de  déterminer  Tordre  de  grandeur  du  phénomène. 

Journ.  de  Math.  (■;■  si-ric  ),  tome  I.  —  l^asc.  III,  ty 1 5. 
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20  Nous  supposerons  la  croûte  terrestre  indéformable.  Or  les 
marées  de  l'écorce  ont  été  mises  en  évidence  et  ont  sur  les  marées 
océaniques  une  influence  que  la  théorie  permettrait  peut-être  de 
mesurer  :  on  pourrait  en  déduire  le  coefficient  d'élasticité  du  noyau 
de  la  Terre. 

Le  problème  dans  toute  sa  complexité  n'a  pu  être  abordé  avec 
succès  que  grâce  aux  nouvelles  méthodes  introduites  en  Analyse, 
depuis  quelques  années,  par  M.  Fredholm,  en  particulier;  et  c'est  à 
M.  Poincaré  qu'on  doit  en  fait  la  première  solution  du  problème 
envisagé  au  point  de  vue  général. 

Dans  ce  travail,  je  me  suis  borné  à  l'étude  des  marées  proprement 
dites,  c'est-à-dire  des  oscillations  contraintes  d'un  bassin  limité  par 
des  parois  verticales,  en  tenant  compte  de  la  force  centrifuge  com- 
posée due  à  la  rotation  de  la  Terre. 

Pour  ne  pas  trop  compliquer  la  forme  des  équations,  j'ai  négligé 
l'attraction  sur  lui-même  du  bourrelet  liquide,  dû  à  la  marée,  ainsi 
que  le  frottement.  Enfin,  j'ai  supposé  la  croûte  terrestre  indéfor- 
mable. 

Dans  le  Chapitre  I,  je  rappellerai  brièvement  la  mise  en  équation 
du  problème  général  des  marées,  telle  que  l'a  indiquée  M.  Poincaré  à 
son  Cours. 

Le  Chapitre  II  comprendra  l'application  des  équations  de  Fred- 
holm à  la  démonstration  de  l'existence  de  la  solution.  J'ai  utilisé 
pour  cette  démonstration  une  méthode  introduite  par  M.  Picard  dans 
son  Mémoire  :  Sur  la  solution  du  problème  général  de  Dirichlel. 
Cela  m'a  conduit  à  la  considération  de  la- fonction  de  Green,  relative 
à  l'équation  de  Laplace,  qui  serait  définie  par  la  condition  au  contour 

dG       „  é)G       , 

/(s)  étant  donnée. 

En  achevant,  en  campagne,  la  rédaction  de  ce  travail,  je  me  suis 
aperçu  que  le  raisonnement  par  lequel  j'essayais  de  prouver  l'exis- 
tence de  cette  fonction  de  Green  était  insuffisant.  Désespérant  de 
pouvoir  le  compléter  dans  les  conditions  où  je  nie  trouve  actuel- 
lement, je  me  suis  décidé  à  publier  un  travail  incomplet;   peut-être 
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trouvera-t-on  qu'il  n'est  pas  sans  intérêt  d'avoir  ramené  la  solution  du 
problème  des  marées  à  celle  d'une  question  relative  à  l'équation 
simple  de  Laplace. 

Enfin,  au  Chapitre  III,  nous  ferons  application  de  la  méthode  de 
Ritz,  remarquable  au  point  de  vue  de  certaines  applications  numé- 
riques, mais  qui,  au  point  de  vue  purement  théorique,  donne  lieu  à  de 
nombreuses  difficultés. 

On  me  permettra,  en  terminant,  de  dire  toute  ma  vive  reconnais- 
sance à  MM.  Appell  et  Picard  pour  la  haute  bienveillance  qu'ils  ont 
bien  voulu  me  témoigner;  et  à  M.  Lebesgue  pour  les  précieux  conseils 
et  les  encouragements  qu'il  n'a  cessé  de  me  donner.  Enfin,  je  tiens  à 
rendre  ici  un  dernier  hommage  à  la  mémoire  de  Henri  Poincaré  qui 
avait  bien  voulu  me  guider  au  début  de  ce  travail. 
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CHAPITRE  I. 

l'équation  générale  des  marées. 


Prenons  comme  unité  le  rayon  de  la  sphère  terrestre,  et  comme 
coordonnées  des  points  de  cette  surface  la  colatitude  0  et  la  longi- 
tude '|. 

En  faisant  une  représentation  conforme  de  la  surface  du  bassin 
considéré  sur  une  carte  géographique,  nous  désignerons  para;,  y  les 
coordonnées  rectangulaires  sur  la  carte  du  point  (G,  i{/). 

A  un  élément  de  courbe  ds,  ou  de  surface  du  de  la  sphère,  corres- 
pondra un  élément  semblable  de  courbe  ds'  ou  de  surface  du'  sur  la 
carte.  Soit  k(x,y)  le  rapport  de  similitude.  On  aura 

ds'  —-  k  ds,  du'  =  k2  du. 

Considérons  le  cône  ayant  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère  et 
pour  directrice  la  courbe  C  limitant  le  domaine  i£>  considéré,  dont 
l'élément  soit  du.  En  vertu  de  la  marée,  le  volume  du  liquide  renfermé 
dans  ce  cône  subira  une  variation  que  nous  allons  exprimer  de  deux 
manières  différentes  : 

i°  L'augmentation  du  volume  sera  d'abord  représentée  par  la 
(juantité  de  liquide  qui  pénètre  à  travers  la  surface  latérale.  Soit  h  la 
profondeur  comptée  positivement  vers  le  bas  à  partir  de  la  surface 
non  troublée.  En  appelant  N  la  composante  normale  du  déplacement 
à  l'élément  ds,  il  entrera  par  ce  rectangle  élémentaire  la  quantité 
hNds,  donc  pour  toute  la  surface  latérale  la  quantité 

ChNds; 

2°  En  appelant  '(  la  surélévation  due  à  la  marée  (Ç  étant  comptée 
comme  h),  l'accroissement  de  volume  pourra  s'écrire 


-IL 


Çda. 
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Donc 

fhNds=—ffçdo 

ou,  en  passant  de  la  sphère  à  la  carte, 

11  faut  évaluer  AN.  Pour  cela,  négligeons  d'abord  la  courbure  de 
la  sphère.  Soient  u,  v,  w  les  trois  composantes  du  déplacement, 
Xdm,  Y  dm,  Zdm  les  composantes  de  la  force  appliquée  à  l'élément 
de  masse  dm,  p  la  pression.  Les  équations  générales  de  l'Hydrodyna- 
mique sont  : 


(2) 


Ici,  les  forces  appliquées  sont  :  la  pesanteur,  la  force  centrifuge 
composée  et  les  forces  perturbatrices,  dues  aux  astres  et  soumises  au 
potentiel  V.  En  supposant  une  vitesse  angulaire  constante  co  autour 
de  l'axe  O-  et  les  déplacements  u,  v,  w  proportionnels  à  e1',  X  étant 
la  période  de  la  force  perturbatrice  considérée,  on  aura 

>.2« 


d'-u 
de* 

=  x- 

-El, 

dx 

d*v 
àt1 

=  Y- 

dp 

~W 

=  Z  - 

dp 

àz' 

2(0^1' 

= 

V 

dy 
dx 

2ùilu 

=: 

V 

= 

r- 

dl' 

V- 

P 

où  l'on  a  posé 


Mais,  au  fond  du  bassin  considéré,  on  aura,  la  composante  normale 
du  déplacement  étant  nulle, 

dk         dh 

U  -r h  v  -r-  =  w. 

dx         dy 


302  FRANÇOIS    JAGER. 

Si  donc  les  dérivées  de  h  sont  petites  relativement  à  m  et  p,  w  sera 
également  petit  vers  le  fond  du  bassin.  Soit  «0  la  valeur  de  w  au  fond. 
En  un  point  quelconque  du  liquide,  situé  à  une  distance  s  de  la  sur- 
face libre,  on  aura 

w=w0+(;  —  h)—- 

Mais  dans  tous  les  bassins  océaniques,  on  peut  considérer  la  profon- 
deur A  comme  très  petite  par  rapport  aux  deux  autres  dimensions  : 

donc  2  —  //  l'est  aussi;  -^-  est  du  même  ordre  de  grandeur  que  les  dé- 
placements des  molécules,  donc  aussi  que  z  —  h.  Donc  w  sera  toujours 
négligeable  devant  u  et  v.  Les  équations  (3)  résolues  par  rapport  à  u 
et  v  donneront  donc 


(4) 


Nous  aurons  alors 

à  v  Ox  V-         I  ôv)        2W  à® 

ds  Os        X2  +  4w  %\dn         A     Os 

Si  maintenant  nous  passons  à  un  élément  de  la  surface  spliérique, 
nous  pourrons  le  considérer  comme  plan  et,  dans  la  formule  (5),  pour 
chaque  élément  de  la  surface  sphérique,  la  rotation  sera  a>cos6  au 
lieu  de  w.  Donc,  il  suffira  de  remplacer  w  par  cocosô  dans  la  for- 
mule (5),  pour  obtenir 

p_  À2        (à®        awcosS  dcpN 


~r- 

r- 
-Mw1 

■\dx^ 

2(0 

X 

Oy 

—  à2 

-+-4oo: 

2d) 

T 

ôx 

It  +  h^Xàn  l         Os 

a)  désignant  la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre  et  cocosô  étant  sa  pro- 
jection sur  la  ligne  des  pôles. 
En  posant 

/  Vh 

1—  X!  +  4utcoss9' 

(7)  { 

'     ,              2(0  COSÔ 
/(,=:  = h,, 


SUR    LES    MARÉES    d'un     RASSIN    A    PAROIS    VERTICALES.  3o3 

et  en  passant  à  la  carte,  on  obtient 


(8) 


..lW=I("' £-"•*)*'• 


ds'  et  dn'  indiquant,   comme   nous  l'avons  expliqué,  l'élément  de 
contour  et  l'élément  de  normale  au  contour  sur  la  carte. 

En  transformant  cette  dernière  intégrale  en  intégrale  de  surface, 
il  vient 

Donc,  à  cause  de  la  relation  (i), 

d  /•  ày\       à  ( .   à<?\      d(ht,  q>)        ç 
(•°)  i:  *-x;   +r  A-r  +' 


dx\    xdxJ       dy\      dy  /       à(x,y)        A'2 
Pour  évaluer  Ç,  on  se  servira  de  la  relation  évidente 

en  appelant  V0  la  valeur  de  V  sur  la  surface  en  équilibre.  Mais  on  a 
sensiblement,  à  cause  de  l'éloignement  des  astres, 

Oz  ~s' 

g  désignant  la  valeur  de  l'accélération  due  à  la  pesanteur  à  la  surface 
de  la  Terre;  et  V0  n'est  autre  chose  que  le  potentiel  Ce1'  de  l'astre 
perturbateur.  Enfin,  à  la  surface  libre,  p  est  nulle;  donc 

D'où 


Nous  obtenons  ainsi  l'équation  définitive 


:  - 


à  laquelle  la  fonction  s  doil  satisfaire  à  l'intérieur  du  domaine  tD  qui 
correspond  sur  la  euh'  au  bassin  considéré.   Le  second  membre 
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représente  l'une  des  composantes  isochrones  du  potentiel  des  forces 
perturbatrices. 

Comme  nous  nous  bornons  à  étudier  ici  les  oscillations  contraintes, 
C(x,y)  et  A  feront  partie  des  données  du  problème.  L'étude  des 
oscillations  propres  consisterait  au  contraire  à  calculer  la  valeur  de  X 
satisfaisant  à  l'équation  (12)  sans  second  membre. 

Dans  le  cas  des  oscillations  contraintes,  À  sera  toujours  purement 
imaginaire,  les  forces  perturbatrices  étant  périodiques  :  les  coefficients 
h,  et  h2  peuvent  donc  devenir  infinis,  quand  0  est  solution  de  l'équa- 
tion 

>2-M<O2COS20;=O. 

C'est  la  latitude  critique. 

Conditions  aux  limites.  —  Deux  cas  sont  à  distinguer  : 

D'une  part,  le  bassin  peut  être  limité  par  des  parois  verticales.  La 

fonction  devra  donc  annuler  sur  le  bord  la  composante  normale  N  du 

déplacement.  Il  faudra  donc  que  la  relation 

.  „,  de       2'û cosô  d(D 

('3)  -r 5 7T=° 

on  h         es 

soit  satisfaite  en  tout  point  du  contour. 

Si,  au  contraire,  les  parois  du  bassin  sont  inclinées,  on  aura  h  =  o 
le  long  du  contour,  et  cp  ne  sera  assujettie  qu'à  la  seule  condition  de 
rester  finie  au  bord.  Cette  condition  n'est  pas  superflue,  et,  pour  s'en 
rendre  compte,  il  suffit  de  se  reporter  à  l'équation  (12)  sans  second 
membre,  en  supposant  que  cp  et  tous  les  coefficients  ne  dépendent  que 
de  x.  On  verra  immédiatement  que  cette  équation  différentielle  peut 
admettre  une  solution  infinie.  En  effet,  soient  cp  et  <\i  ses  deux  solu- 
tions, cp  étant  supposée  finie.  Entre  cp  et  j»  existe  donc  la  relation 


qui  donne 
ou 


A,  (<?"<]>  —  ^" 9)  +  K  (cp'-l  -<]/?)  =  o 


+  =  C^/$ 


qui  devient  infinie  pour  h 
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CHAPITRE  II. 

APPLICATION    DE    LA    MÉTHODE    DE    lUEDHOLM. 


Je  me  bornerai  presque  exclusivement  au  cas  d'un  bassin  limité  par 
des  parois  verticales. 

Pour  plus  de  simplicité,  je  supposerai  toujours  le  domaine  qui 
représente  sur  la  carte  le  bassin  considéré,  limité  par  un  contour 
régulièrement  analytique. 

1.  Fonction  de  Green.  —  L'application  de  la  méthode  de 
Fredholm  à  notre  problème  repose  sur  l'emploi  de  la  fonction  de 
Green  généralisée  et  sur  les  propriétés  du  potentiel  logarithmique 
de  simple  couche. 

Nous  appellerons  fonction  de  Green  G(x,y;%,-q)  relative  au 
domaine  cD  limité  par  le  contour  C  la  fonction  assujettie  aux  condi- 
tions suivantes  : 

i°  En  tout  point  intérieur  au  domaine  Q,  la  fonction  G,(.r,^;  %,  yj), 
définie  par  la  relation 

G,(-r,  y;  £,  y))  =  log-  —  G(.r,  y;  \,  n), 
OÙ 

/•  =  v/(x-£)2-t-(.r  —  -<\Y, 
est  harmonique. 

2°  Sur  le  contour,  G  satisfait  à  la  relation 

ùG       2o)cos(5  OG  _ 

011  jji>  jn  désignent  comme  précédemment  les  dérivées  normales  et 

tangentielles,  co  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  de  la  Terre,  0  la 
colatitude  correspondant  au  point  (x,y),  1  la  période  de  la  fonction 

perturbatrice  considérée. 

C'est  l'existence  de  cette  fonction   (i   qu'il    s'agit   d'établir    tout 
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d'abord.  Mais  nous  verrons  plus  loin  qu'elle  dépend  elle-même  de  la 
solution  du  problème  préliminaire  suivant  : 

Etablir  l'existence  d'une  fonction  V(.r,  y)  harmonique  en  tout 
point  intérieur  au  domaine  cO  et  assujettie  à  vérifier,  sur  le  con- 
tour C,  la  relation 

d\       2UCOS0  d\ 

où  y(x,  y)  est  une  fonction  donnée. 

2.  Existence  de  la  fonction  harmonique  V(a?,  y).  —  Je  me 
bornerai  à  indiquer  la  mise  en  équation  du  problème,  sans  donner  une 
démonstration  rigoureuse  de  l'existence  de  cette  fonction. 

Rappelons  d'abord  brièvement  quelques  propriétés  du  potentiel 
logarithmique  de  simple  couche. 

Soient  (£,  y])  un'point  de  la  ligne  attirante  qui  sera  ici  le  contour, 
p(!j,  Y))  une  fonction  continue  de  \  et  yj,  ds  l'élément  du  contour  C  au 
point  (£,  yj),  (x,y)  un  point  attiré  du  plan  et 


rT=sJ(x  —  £)*  +  (y  —  -o)2; 

on  aura  pour  expression  du  potentiel  logarithmique  \(x,y)  relatif 
au  point  (x,  y),  à  la  densité  p  et  à  la  ligne  attirante  C, 


V(x,y)=Jpa,-n)logjds' 


i°  En  tout  point  du  plan,  le  potentiel  est  une  fonction  continue  des 
variables  x  ely. 

i°  En  tout  point  n'appartenant  pas  à  la  courbe  C,  V  est  une  fonc- 
tion harmonique  de  x,  y. 

3°  Quand  le  point  (x,y)  se  trouve  sur  la  courbe  C,  l'intégrale 


dlog- 


jfp^-ar*' 


qui  représente  la  dérivée  de  Y(./\r);m  point  (.r,y),  prise  suivant  la 
direction  M,  garde  une  signification  précise  quand   la  direction  M 
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devient  celle  de  la  normale  à  la  courbe.  Elle  représente  alors  la 
moyenne  arithmétique  des  valeurs  des  dérivées  normales,  suivant  les 
deux  directions  de  la  normale  au  contour  :  elle  diffère  de  chacune  de 
ces  dérivées  de  Ttp. 

Au  contraire,  l'intégrale  considérée  n'a  plus  de  signification  précise 
quand  la  direction  M  devient  celle  de  la  tangente  à  la  courbe  C.  En 
effet,  l'élément  d'intégrale  devient  infini  pour  la  valeur  de  s'  corres- 
pondant à  un  point  (£,  Y])  du  contour,  confondu  avec  le  point 
attiré  (x,y).  Pour  le  voir,  il  suffit  de  considérer  cette  intégrale  qui 
peut  s'écrire 

Je 

où  '}  désigne  l'angle  que  fait  la  normale  intérieurejau  contour,  menée 
par  le  point  (a?, y),  et  la  demi-droite  (x,y);  (£,Y)).  Quand  le 
point  (x,  y)  se  confond  avec  le  point  (!;,  yj),  cette  expression  n'a  plus 
de  sens,  puisqu'en  ce  point,  sintp  =  i,  r  =  o. 

Il  faudra  donc  remplacer  l'expression  (T)  par  une  autre  (T")  qui, 
tout  en  représentant  bien  la  dérivée  tangenlielle,  nous  permette  d'en 
calculer  la  valeur. 

Pour  cela,  nous  utiliserons  cette  remarque  de  Poincaré  que  la 
dérivée  tangenlielle  du  potentiel  en  un  point  de  la  ligne  attirante  peut 
encore  s'exprimer  par  l'intégrale 

(T')  fp{lri)^±ds' 

à  condition  d'entendre  par  ce  symbole  la  limite,  pour  h  =  o,  de  l'inté- 
grale étendue  à  la  courbe  C  moins  l'arc  compris  entre  les  points  s'u  —  /i, 
s'0-hh,  en  désignant  par  s'u  l'abscisse  curviligne  sur  C  du  point  (x,  y). 
Cette  proposition  se  démontre  facilement;  il  suffit  de  supposer  que  le 
rayon  de  courbure  du  contour  reste  supérieur  à  un  nombre  fixe,  et  que 
la  fonction  p(s')  a  une  dérivée.  Avec  ces  hypothèses,  la  convergence 
uniforme  de  (T')  vers  sa  limite,  la  dérivée  tangenlielle,  est  uniforme 
quel  que  soit  le  point  (x,y)  sur  le  contour. 

Ceci  posé,  nous  pouvons  mettre  en  équation  le  problème  qui  nous 
occupe  : 
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Trouver  une  fonction  Y(x,y)  harmonique    à    V intérieur    du 
domaine  (0  et  satisfaisant  sur  son  contour  à  la  relation 

,   , ,  dX        2ûj  cosS  à\ 

('4)  Tn —  dJ^*'^' 

y_(x,  y)  étant  une  fonction  dont  les  valeurs  successives  le  long  du 
contour  sont  données. 

Donnons  à  V   la  forme   d'un   potentiel  logarithmique  de  simple 
couche 


Y  {as,  y)—  (  p(£,  r\)\o%l-ds'. 

Je 


Il  s'agit  de  déterminer  la  fonction  inconnue  p,  qui  joue  ici  le  rôle  de 
densité,  de  manière  que  V  satisfasse  à  la  condition  aux  limites  (14). 
p  devra  donc  vérifier  l'équation 


dX       2wcos0  dX 


(l5)        dï  1        as 

,  2WCOSÔ     .       , 

cosi]/  H =■ sintj; 

=  np(œ,y)  +  /  p(i,  r,)- ds'  =  x(x,  y), 

Jc 

'\i  désignant  comme  précédemment  l'angle  de  la  normale  intérieure 

à  C,  au  point (x,y)  avec  la  demi-droite  (x, y);  (;,  yj),  et  le  symbole  / 

ayant  la  signification  (T')  déjà  définie.  Nous  poserons  pour  abréger 

2COCOSÔ  _, 

— I —  =  C(x,  y). 

C'est  bien  une  équation  du  type  de  celle  de  Fredholm.  Mais  le 
signe  d'intégration  qui  y  figure  n'a  plus  le'  sens  ordinaire.  Les 
équations  intégrales  où  figurent  des  intégrales  principales  de  Cauchy 
n'ont  pas  été  étudiées  ('). 

Leur  théorie  paraît  devoir  être  assez  différente  de.celle  des  équations 
ordinaires.  Si,  dans  l'équation  (i:">),  on  remplace  l'intégrale  le  long 

(')   Incidemment,  M.  Picard  (Comptes  rendus,  1910)  a  cependant  rencontré 

une  intégrale  de  ce  type. 
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de  C  par  celle  le  long  de  C,  l'arc  (s  —  h,  s  -+-  h)  étant  exclu,  on  a  une 
équation  (io  bis)  du  type  deFredholm  et  la  question  revient  à  l'étude  de 
la  convergence  vers  une  limite  de  la  solution  de  (i5  bis)  quand  h  tend 
vers  zéro. 

On  peut  donner  un  autre  sens  à  l'équation  (i  5),  en  s'appuyant  sur  la 

continuité  de  -r-  au  voisinage  d'un  point  de  la  simple  couche.  Soit  C 
un  contour  parallèle  à  C  et  la  distance  h  de  C  et  convenons  de  sub- 
stituer, dans  l'équation  (i5),  à  la  partie — —  du  noyau  ce  qu'elle  devien- 
drait si  le  point  x,  y  était  déplacé  normalement  à  C  jusqu'à  venir 
sur  C.  On  obtient  ainsi  une  équation  (i5  ter)  du  type  exact  de 
Fredholm  ;  mais  il  y  a  encore  à  étudier  la  convergence  de  cette  solution 
quand  h  tend  vers  zéro  (  '  ). 

J'espère  pouvoir  reprendre  prochainement  l'étude  de  cette  question. 

5.  Existence  de  la  fonction  de  Green.  —  Le  problème  précédent 
étant  résolu,  je  dis  qu'on  pourra  calculer  la  fonction  de  Green 
G(x,y;%,y))  correspondant  aux  conditions  aux  limites  du  problème 
des  marées. 

Cette  fonction  G  sera  définie  de  la  manière  suivante  : 

i°  En  tout  point  (x,  y)  intérieur  au  domaine  ûa,  la  fonction 
G,  (x,  y  ;  Sj,  Y]),  définie  par  la  relation 

Gt(&,y;  S,  *))  =  l°g-  —  G(-*-,  y;  £>  -n) 
('•  =  v'u  -  S)' -t-O- -«)'). 

devra  être  harmonique, 

2°  Si  le  point  (x,y)  se  trouve  sur  le  contour,  elle  devra  satisfaire  à 


(')  C'est  aussi   la  convergence  de    la    solution  d'une  équation  de  Fredhlom 
variable  que  M.  Picard  a  cludié  dans  la  Note  citée. 
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l'équation 

(16)  — !  +  C -pi  =  — j hC— j —  = -  +  C — ±~ 

C'est  le  problème  posé  au  paragraphe  précédent. 

Posons 

G,=  /  p\og- ds', 

Je  ' 

p  étant  la  fonction  inconnue  à  déterminer.  Dans  cette  égalité,  G, 
dépendant  de  deux  points,  soit  (x,y),  (£,  Y])  pour  fixer  les  idées, 
p  devra  être  fonction  de  deux  points  également  (£,  yj),  (à,  [/.).  r  dési- 
gnera alors  la  distance  du  point  (x,  y)  au  point  (A,  [/.)  et  ds'  l'élé- 
ment de  contour  au  point  (X,  (x). 
En  explicitant,  nous  poserons  donc 

Gt(x,  y;  £,  n)  =  /  p(A,  fi;  £,  n)  log  '  .         ds{l,p.), 

et  en   portant  cette  valeur  dans  l'équation  ^16),   nous  obtiendrons 

I   7T  p(x,  ,r;  |,  Y)) 

\  Ç    ,t  ï      \  cosùfa:,  v;  A,  fx)-H  C(.r,  r)  siin}/(.r,y;  A,  f*)   ,,..       . 

(17)  ',  ^t  r^'  J>  A'  F-) 
_  cos  >|>(J?,  y  ;  g,  ri)  -H  C(j-,  y)  sin  ^(.r,  j;  g,  v))^ 

r(«,  j;  ?>  *)  ' 

le  point  (a;,/)  étant  lui-même  assujetti  à  rester  sur  le  contour.  Nous 
retombons  encore  sur  une  équation  du  type  de  Fredholm,  à  la  seule 
condition  de  remplacer  l'intégrale,  au  voisinage  du  point  (x,y)  =  Çk,\j.), 
par  sa  valeur  principale  au  sens  de  Cauchy,  comme  nous  l'avons  fait 
au  paragraphe  précédent. 

\.   Le  problème  des -marées  (').  —  L'existence  de  la  fonction  de 


(')  F.  Jaueh,  Comptes  rendus  Acad.  Se,  2  mars  igi4- 
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Green  relative  à  nos  conditions  aux  limites  étant  ainsi  établie, 
revenons  à  l'équation  des  marées,  telle  que  nous  l'avons  obtenue  au 
Chapitre  I  : 

d(A„<p)       )•>  _       Ce*' 


±(h  ds. 

dx  V      dx 


±(h  %- 


d(x,y) 


rk1 


ïk* 


ou  en  développant  et  divisant  par  h,  qui  ne  peut  s'annuler,  les  parois 
étant  verticales, 

dh,       â/iActy       fdht       dfh\à<?~\         À2?  Ce*' 

dx        dy  )  dx       \  à  y        dx  )  ày 


rf2cp        t)29        j_ 
àx1  +  dy*  +  'h 


gk*hy 


'k*h, 


Pour  simplifier  l'écriture,  nous  poserons 

JL        d*   —A 

dx1  +  dy*  ~    ' 

i    /  dh%        dhi\  , 

-h\-dy-  +  ^x-)-b' 


gk*h, 

Ce*' 


=  e 


et  nous  obtiendrons  l'équation 

(18)  A<p  +  a 


<?q>        ,  dq> 

-    -+-   O-r1-    -+-  CCD 


dx 


dy 


e, 


à  laquelle  la  fonction  inconnue  <p  devra  satisfaire  en  tout  point  inté- 
rieur au  domaine  <B;  sur  le  contour  C,  elle  sera  assujettie  à  la  condi- 
tion 

à®        2  cocos  (9  àdf 

an  ~k         ds 

Nous  supposerons  que  tous  les  coefficients  a,  />,  c,  e  sont  finis  et 
continus  et  ont  des  dérivées  premières  elles-mêmes  finies  et  continues 
en  tout  point  du  domaine  et  de  sa  frontière.  Ceci  exclut  en  particulier 
le  cas  où  le  domaine  serait  rencontré  par  la  latitude  critique  définie 
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par  la  relation 

X2  4-4gj2  cos29  =  0, 

car,  en  tout  point  vérifiant  cette  relation,  les  coefficients  h,  et   /t2 
deviennent  infinis. 

Ces  hypothèses  faites,  et  G(.r,y;  \,  yj)  étant  la  fonction  de  Green 
précédemment  obtenue,  considérons  (  '  )  une  fonction  |cp (x, y)  définie 
par  la  relation  suivante 

(19)      cp(x,  y)  —  ^-  j    !     (a'  -%r  +b'-^  +  cV  —  e'j  G(x, y;£,  f])d^dn  =  o 

où,  dans  les  termes  accentués,  x,  y  doivent  être  remplacés  par  ç,  yj. 
Cette  relation  peut  aussi  s'écrire 

x     |og__G,(.r,  y;  £,  Y)  )     <Vç  cfr)  =  o, 

G,  désignant  la  fonction  harmonique  définie  par  la  relation 

G,(.r,/;£,  n)  =  log-  —  G(.r,  y;£,  yi). 

Nous  obtenons  aiusi  deux  intégrales  distinctes  :  la  première  est 
évidemment  harmonique  en(x,y),  G,  étant  harmonique.  La  deuxième 
représente  un  potentiel  logarithmique  dont  la  densité  serait  au  point 

O.r) 

p(x,  y)  =  —  (a-r^-  ■+-  6-r--l-c<p  — e). 
r        y         ■?.  tz  \    ax  ay  } 

Donc,  en  vertu  de  l'équation  de  Poisson,  la  fonction  ç(a?, y)  tirée 
de  (18)  satisfera  à  l'équation  proposée,  à  condition  que  la  densité 
p(x, y)  soit  continue  et  ait  des  dérivées  premières  finies  à  l'intérieur 
de  tout  le  domaine  CD  :  cela  revient  à  montrer  que  <ç(x,y)  a  des 
dérivées  secondes  finies. 


(')  <  ;.i  1  .■  in.iliode  ii  ri>-  indiquée  par  M.  K.  Picard  dans  son  Mémoire  :  Sur 
la  solution  du  problème  général  de  Dirichlet  (  inn.de  l'École  Normale,  1906). 


SUR    LES    MAREES    D  UN     BASSIN    A    PAROIS    VERTICALES. 


3i3 


Pour  résoudre  cette  équation  (19),  commençons  par  lui  donner  la 
forme  de  celle  de  Fredholm.  Intégrons  par  parties;  il  vient 

/     n  \        *     rC\d(a'G)       à(b'G)        1 

cy 

Aa'«'+6'S')Gffl(£,ïi)«&' 

2  7:./,.  r        T 

en  désignant  par  oc'  et  (3'  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  intérieure 
à  l'élément  ds'  du  contour. 

Faisons  ici  une  remarque  qui  guidera  la  suite  du  raisonnement. 
Admettons  pour  un  instant  que  cette  équation  puisse  être  résolue  par 
la  méthode  de  Fredholm,  et  soit  cp  sa  solution.  Pour  cjue  cette  fonc- 
tion o  soit  également  solution  de  (19),  puis  de  (18),  c'est-à-dire 
permette  de  remonter  jusqu'à  l'équation  de  départ  et  de  la  vérifier, 
quelles  conditions  devra-t-elle  remplir? 

i°  Pour  passer  de  l'équation  (21)  à  l'équation  (19),  il  faudra  que  <p 
tirée  de  (21)  ait  des  dérivées  premières  finies  à  l'intérieur  du  domaine 
et  sur  son  contour. 

20  Pour  remonter  de  l'équation  intégrale  (19)  à  l'équation  aux 
dérivées  (18),  il  faudra  que  la  parenthèse  qui,  dans  l'équation  inté- 
grale, joue  le  rôle  de  densité,  ait  des  dérivées  premières  finies  à 
l'intérieur  du  domaine.  Cette  parenthèse  contenant  elle-même  les 
dérivées  premières  de  <p,  c'est  l'existence  des  dérivées  secondes  de  m  a 
l'intérieur  du  domaine  qu'il  faut  établir. 

Démontrons  tout  d'abord  que  les  intégrales  doubles  qui  figurent 
dans  l'équation  (21)  ont  un  sens,  donc  que  la  méthode  de  Fredholm 
est  bien  applicable.  Considérons  d'abord  l'intégrale  double  du  premier 
membre  et  supposons,  pour  simplifier,  que  C  soit  rencontré  seulement 
en  deux  points  1  cl  2  par  une  parallèle  à  Oï).  En  laissant  de  côté  la 
partie  voisine  du  point  (x,y)  qu'on  entourera  d'une  petite  courbe  y, 
on  a 
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si  la  droite  i,  2  ne  rencontre  pas  y.  Si  cette  droite  rencontre  y  en  deux 
points,  i'  et  2',  on  prendra  l'intégrale  sur  les  deux  segments  1  1',  2' 2 
et  le  second  membre  de  (22)  sera  remplacé  par 

JC      ,d(a'G)    ...        f  d(a'G)   ...       ,    in    ..         .    ,  n    , 
y'         .       di—  .       ^  +  («G?)i—  (a'G(p')2-. 

Donc,  pour  l'aire  comprise  entre  C  et  y,  on  aura 

/I/G  ï*  *=-.('<*  "-  -fl/'-T*  rf"- 

Supposons  que  y  soit  un  cercle  de  rayon  p.  En  posant 

■a  =  p  cos  0, 

on  voit  immédiatement  que  l'intégrale  simple  tend  vers  plogp  pour 
p  =  o,  donc  qu'elle  est  nulle  à  la  limite.  Donc  les  intégrales  doubles 
resteront  finies. 

De  même,  l'élément  de  l'intégrale  de  ligne 


2  7tJ(. 


b'p,')G<?'ds', 


figurant  aussi  dans  l'équation  (21),  n'aura  qu'une  singularité  loga- 
rithmique :  donc  cette  intégrale  a  toujours  un  sens. 

Suivant  la  remarque  de  Fredholm,  on  pourra,  en  itérant  le  noyau, 
obtenir  une  nouvelle  équation  équivalente  à  l'ancienne  et  qui  ne  pré- 
sentera plus  de  singularité.  Le  noyau  itéré  comprendra  quatre  parties  : 
une  intégrale  quadruple,  deux  intégrales  triples  et  une  intégrale 
double. 

l'osons 

d(a'G)   ,    à(b'G)_clG\ 


Ax,y;l*>)=     — 


d\  dn 


g{X,rX-ci)=-^y«'  +  b'ç>')G. 


L'intégrale  quadruple  aura  la  forme 

flllf  ^x'y%  "'*')/("'  <>i  <*,*)  du  dv\  (?(<*>,  z)dt>rdz. 
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Dans  cette  intégrale,  considérons  le  noyau  itéré 


ff 


/(.r,  y;  u,  v)f(u,  v;w,  z)dudv. 

C'est  une  fonction  de  (x,  y),  (w,  z)  mais  qui  n'aura  évidemment  plus 
de  pôle  pour  (oc,  y)  =  (w,  z).  Donc  cette  partie  du  noyau  aura  des 
dérivées  premières  finies.  On  raisonnerait  de  même  sur  les  deux  inté- 
grales triples  et  sur  l'intégrale  double,  qui  s'étendent  au  contour  C 
lui-même.  Donc  le  noyau  itéré  tout  entier  a  des  dérivées  finies  même 
sur  le  bord. 

Quant  aux  termes  tout  connus,  on  peut  les  écrire  avec  les  notations 
précédentes 

( a3)    ///(*. y; S. tj)x(S> »») *S dr>  +  fgix< y\ l * ) xU. i) *'  +  x(*. r), 

en  posant 

X(*»jO=—  —  f  f  e'Gd^dn. 

™j   J(Q 

Nous  avons  supposé  que  e  avait  des  dérivées  premières  dans  tout  le 
domaine  et  sur  sa  frontière  :  ^  aura  donc  des  dérivées  comme  un 
potentiel  logarithmique.  En  intégrant  par  parties  le  premier  terme 
de  (23),  on  obtiendra  des  expressions  de  la  forme 

ff^T7.(ç.  *)dtdn  =  -  ff  a'G^dld-n  -  /Vz(>,  r,)  G*'. 

Or  le  premier  de  ces  derniers  termes  aura  des  dérivées  premières 
finies  même  sur  le  bord  et  des  dérivées  secondes  à  l'intérieur  du 
domaine  puisque  ^  a  des  dérivées  secondes  et  a,  b  des  dérivées 
premières;  et  le  second  terme  est  un  potentiel  logarithmique  de  simple 
couche  de  densité  ay.  Quant  au  deuxième  terme  de  (23),  il  est 
également  assimilable  à  un  potentiel. 

Nous  avons  ainsi  démontré  l'existence  des  dérivées  premières,  à 
l'intérieur  de  (0  et  sur  C,  de  la  fonction  s  tirée  de  l'équation  itérée, 
équivalente  à  (21). 

Ce  résultai  permet  donc  d'affirmer  que  toute  solution  de  (21)  sera 
aussi  solution  de  (19). 
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Enfin,  pour  démontrer  que  toute  solution  de  (19)  satisfait  à  l'équa- 
tion proposée  (18),  il  faut  encore  établir  que  ©,  tirée  de  l'équation 
itérée,  a  des  dérivées  secondes  à  l'intérieur  de  CD.  Mais  cela  résulte 
immédiatement  de  ce  qui  précède  :  nous  venons  de  voir  que  tous  les 
termes  indépendants  de  o  ont  des  dérivées  secondes;  et  tous  les  termes 
contenant  ©  sont  assimilables  à  des  potentiels  logarithmiques  et  ont 
des  dérivées  secondes  puisqu'on  sait  déjà  que  çp,  qui  joue  ici  le  rôle 
de  densité,  a  des  dérivées  premières. 

La  proposition  suivante  est  donc  établie  : 

L'équalion  de  Fredholm  (21)  donne  bien  la  solution  du  problème 
des  marées. 

Il  reste  à  préciser  dans  quelles  conditions  cette  équation  (21)  aura 
une  solution. 

Elle  aura  toujours  une  solution  unique,  continue  ainsi  que  ses 
dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres,  et  vérifiant  sur  le  contour 
les  conditions  aux  limites  du  problème,  sauf  si  u.  =  1  est  une  valeur 
singulière  du  paramètre  jj.  pour  l'équation 

(»4)  Aç  +  ^ag  +  ô^  +  c^rze. 

Or  ces  valeurs  singulières  de  u  sont  les  racines  de  la  fonction  entière 
en  u,  associée  à  l'équation  suivante  de  Fredholm 

/   m           /        w    P    rr\<Ha'G)      d(b'G)  -\  . 

(20)        <?{x,y)  +  fjjj  J    [     dï      +—J7l CGJ<p(Ç,ti)dÇAi 

_  JL  f(a'«'+b'&')G<Da,r>)ds' 

2  7IJ,. 

= /'  f  e'GdPdtt. 

Ces  valeurs  sont  aussi  celles  pour  lesquelles  l'équation   (24),  mais 
sans  second  membre,  aura  une  solution  non  identiquement  nulle. 

Mais  l'équation  (24)  sans  second  membre,  dans  laquelle  on  fait 
p.  =  1,  est  précisément  celle  qui  détermine  la  période  des  oscillations 
propres  du  bassin  considéré.  Voici  d'ailleurs  comment  on  pourra 
obtenir  les  oscillations  propres  du  système. 
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Quand  il  s'agissait  d'oscillations  contraintes,  X,  période  de  l'oscilla- 
tion contrainte,  était  une  donnée  du  problème.  Pour  les  oscillations 
propres,  A  est  l'inconnue.  Pour  la  calculer,  reprenons  la  fonction 
D(pi,  X),  entière  en  [j.,  associée  à  (a5)  :  cette  fonction  est  aussi  une 
fonction  entière  en  X  pour  le  problème  qui  nous  occupe. 

En  effet,  dans  nos  équations,  les  coefficients  a,  b,  c,  e  peuvent  être 
considérés  comme  des  polynômes  entiers  en  X  :  il  en  sera  donc  de 
même  du  noyau  tout  entier.  En  développant  la  fonction  D(jj.,  X) 
suivant  les  puissances  de  [x,  le  coefficient  S„  de  [/.„  satisfait  à  l'iné- 
galité 

\fn\ 

M  désignant  le  maximum  du  module  du  noyau.  On  a  donc 

S„  est  donc  une  fonction  entière  en  X;  donc  aussi  D([x,  X).  En 
faisant  dans  cette  dernière  \j.  =  i  et  en  l'égalant  à  zéro,  on  obtiendra 
toutes  les  valeurs  de  X  satisfaisant  à  notre  équation  sans  second 
membre,  c'est-à-dire  les  périodes  de  toutes  les  oscillations  propres  du 
système. 

Donc  notre  méthode  donne  bien  la  solution  du  problème  des 
marées,  sauf  si  la  période  de  l'oscillation  contrainte  donnée  coïncide 
avec  celle  d'une  oscillation  propre  du  bassin,  c'est-à-dire  sauf  au  cas 
de  résonance. 

S.  Cas  des  parois  inclinées.  —  Nous  nous  bornerons  à  étudier 
sommairement  le  cas  très  particulier  où  l'on  néglige  la  force  centrifuge 
composée  et  où  la  relation 

I   dh  i    dk  _ 

k  dx       h  dy  ~~ 

est  satisfaite  sur  le  contour. 

Dans  ce  cas,  l'équation  peut  s'écrire 
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Posons 

et  cherchons  la  solution  de 

ai        m  I 

A++X^  =  /î' 

nulle  au  bord.  Nous  obtiendrons  une  équation  de  Fredbolm,  dont  le 

noyau  pourra  devenir  infini  comme  — : —  pour  /■  =  o.  Donc  en  itérant 
J        l  rlogr  r 

le  noyau,  on  pourra  raisonner  comme  précédemment  et  obtenir  ainsi 
pour  cp  une  fonction  restant  finie  sur  le  bord. 

Le  cas  général  nécessite  un  changement  dans  le  chemin  d'intégra- 
tion et  nous  ne  le  traiterons  pas  ici. 


CHAPITRE  III. 

APPLICATION    DE    LA    MÉTHODE    DE    KITZ. 


L'application  de  cette  méthode  comprend  essentiellement  les  trois 
points  suivants  : 

i°  Réduction  du  problème  des  marées  à  un  problème  du  calcul  des 
variations; 

2°  Démonstration  de  la  convergence  en  moyenne  des  fonctions 
minimisantes; 

3°  Identification  des  fonctions  minimisantes  et  de  la  solution  du 
problème. 

Ici  encore,  nous  n'étudierons  que  le  cas  d'un  bassin  limité  par  des 
parois  verticales  et  n'ayant  avec  la  latitude  critique  aucun  point 
commun. 

I.  Le  problème  du  calcul  des  variations .  —  Rappelons  l'équation 
générale  de  notre  problème,  et  la  signification  de  ses  divers  coef- 
ficients. 
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A  l'intérieur  du  domaine  CD,  la  fonction  inconnue  y(x,y)  devait 
satisfaire  à  l'équation  suivante  : 

à  ( ,    ày\        d   /     dy\       d(/u.(p)  _  ^9  _  _  Ce^ 


(26)  dx\hldxj~^dy\"ldyj   '    à{as,y)       gk>  gk*- 


ou 

,—  >,2  +  4co2cos--ô' 

2(0  COS0  , 
«2  =  r «  | . 

h  est  la  profondeur,  quantité  essentiellement  réelle;  X,  période  de 
l'oscillation  contrainte  considérée,  est  purement  imaginaire;  co  désigne 
la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre;  0,  la  colatitude.  11  en  résulte  que  h, 
représente  une  quantité  réelle  et  h2  une  quantité  purement  imagi- 
naire. 

Enfin  g  désigne  l'accélération  due  à  la  pesanteur  à  la  surface  d'équi- 
libre des  mers,  h2  est  le  rapport  de  similitude  d'un  élément  du  bassin 
à  l'élément  correspondant  de  la  carte;  C,  une  fonction  donnée  de  x 
ety. 

Sur  le  contour,  la  fonction  <p  est  assujettie  à  la  condition 

dy       2(o  cos9  dy 

an  X         <Js 

Cela  étant  rappelé,  pour  obtenir  la  forme  cherchée,  séparons  les 
parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  (nous  verrons  plus  loin  que 
cette  séparation  est  nécessaire  dans  le  cas  général)  et  posons 

ht=i-n, 
Ce>L'=  C,+  j'C,. 

L'équation  (26)  équivaut  alors  aux  deux  suivantes  : 

te[hl-dï)  +  dïV'l-dy-)+  ôTJ7y~)  ~W  +  W'~  ' 


(27) 


d  ( .   <fcp,\        à  (     d(ft\       d(w,,r,)       X2cp.,        C,  _ 
■JI V"  -JJ )  +  dy  V"  -dj)  ~  àJ^J)  ~  i*i  +  JB  ~  °' 
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et  la  condition  aux  limites  donne 


d<?i        .d(fi       2 to  cos 9 /(9cp,        -ày^  _ 
dn  dn  1        \  ds  ds 


ou,  X  étant  purement  imaginaire, 

d(fi        2co  cosô  dcp2 

(28) 


dn  il         ds 


dcpî        2C0  cos(5  à®,  

dn  il         à  s 

Multiplions  respectivement  ces  deux  équations  (27)  par  0(fldxdy, 
$z>2dxdy,  ajoutons  et  intégrons  par  rapport  à  a;  et  y  dans  tout  le 
domaine  (Q  considéré  ;  cette  intégrale  devra  évidemment  être  nulle. 

Nous  allons  établir  que  cette  intégrale  se  réduit  à  la  variation  exacte 
d'une  autre  intégrale  :  et  la  recherche  du  maximum  (ou  du  minimum) 
de  cette  dernière  constituera  un  problème  équivalent  à  l'ancien. 

Transformons  successivement  chaque  terme,  au  moyen  d'inté- 
grations par  parties,  de  manière  à  obtenir  des  variations  exactes,  sans 
nous  préoccuper  pour  l'instant  des  intégrales  de  ligne  que  nous  intro- 
duirons. 

Les  deux  premiers  termes  de  la  première  équation  (27)  donneront 


dxdy 


La  même  transformation  s'applique  pour  les  termes  analogues  de  la 
deuxième  équation. 

L'ensemble  des  termes  provenant  des  déterminants  fonctionnels 
pourra  s'écrire 

//>l(«fe)-^("t)- *■!(*£) 

+  oepj  3—  (  Y)  -^-  )  |  dx  dy 


àx  \     dy  )  \ 
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et,  en  intégrant  par  parties,  on  obtiendra  une  intégrale  double 

/'/'      /       à  do,  do,        dda,  ()'j,        à  oo,  do,        ddo,  do,\    , 
J~     V        ày     dx         dx     ôy         dy     dx         de     ày  J         J 

qui  est  une  variation  exacte 

tffJp^-^^clxcly^ffrS-^cixJy 
J  JQ    \àx  dy        ôy  dx  '         J        ./.',,     à(x,  y) 

et  des  intégrales  de  ligne 

/'    (      do,  »  do,  ,  dep,  dm, 

Jc     \       dx  dy  dx  dy     '-    - 

Dans  toutes  les  intégrales  de  ligne  que  nous  avons  introduites, 
mettons  en  évidence  les  coefficients  de  So,  et  So2.  En  se  rappelant 
que 

2  M  COSO   , 
-,  =   __/,„ 

les  intégrales  de  ligne  deviennent 

C\      ,    [do,   ,        do,  ,        2'jicos6  /do,  ,        à®,  ,  \~K 

.     [do,  do,  2WCOs6/dcp,     ,  ()(B,     ,    \"1  .       ) 

+  *"  [-d7d-v  -  dy-  dx  +  ~?r-  (.777  f  +  7# ^')J  ^ )■ 

Chacun  des  deux  crochets  étant  nul  tout  le  long  du  bord  en  vertu 
des  relations  (28),  les  intégrales  de  ligue  sont  donc  toutes  nulles. 

Quant  aux  derniers  tenues  des  équations  (  27  ),  leur  transformation 
est  immédiate.  Les  termes  en  a>,  et  o,  se  réduisent  à  une  variation 
exacte 

'If  -5^(?ï  +  ?i)^rfy. 

et  les  termes  tous  connus,  n'ayant  pas  de  variation,  donnent 

■    ■    qS* 

I  loin-,  avec  1rs  conditions  aux  limites  du  problème,  toui  système  de 
solutions  des  équations  (27)  devra  annuler  la  variation  première  de 

Journ.  de  Math.  (-■  série),  lome  I.  —  Fasc.  III,  191  i,  l\\ 
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lintégrale  suivante,  que  nous  appellerons  pour  abréger  intégrale  de 
Poincaré, 

à{x,y)         2ffk-^'  gk-  ) 

Il  peut  être  intéressant  de  rechercher  à  quelle  condition  l'équation 
proposée  est  équivalente  à  la  variation  exacte  d'une  intégrale  ne 
dépendant  que  de  <p  ;  ou,  en  d'autres  termes,  quand  la  séparation  des 
parties  réelles  et  imaginaires  est  nécessaire.  Nous  supposerons  toujours 
que  les  coefficients  des  dérivées  secondes  ne  peuvent  s'annuler  dans  le 
domaine  considéré. 

Considérons  d'abord  le  cas  d'une  équation  différentielle  ordinaire 

du  second  ordre 

d- y       ,  dy  , 

où  a,  b,  c,  /sont  des  fonctions  données  de  x.  Supposons  qu'on  cherche 
la  solution  telle  que 


KdxJXt)      \dx 
Multiplions  l'équation  par  Sydx  et  intégrons  de  x0  à  x, 

I     (  "  dx*  6- ''  +  b  ~dx  °y  +  cy  ôy  ~  S  °y)  dx  —  °- 

Les  deux  derniers  termes  sont  des  variations  exactes  et,  en  intégrant 
par  parties  le  premier,  il  vient 

/''' ,       dv  da  ôy       ,  dy  .         ,,\  , 

/    (  - ,-,,.  -Tir  +  i'u^^ cy  Sy  -■/ Sy) d*  =  ° 

ou 

/"''  /        _  dy  dôy       il"  dy  ^   |    ;  dy 


jx    ta        d^d^Sy  +  bd^dy  ïcyèy-fSy)dx=<?, 


et  le  premier  terme  étanl  une  variation  exacte,  il  faudra  que  le  coeffi- 
cienl  de  oy  soit  nul,  c'est-à-dire 

dx 
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Je  dis  que  cette  condition  peut  toujours  être  remplie.  Récrivons,  en 
effet,  l'équation 


Posons 


d- y        b  dy        c  f 

dx1        a  dx       a  a 


b  __J_dA 
a        A  dx 


et,  par  une  simple  quadrature, 

En  remplaçant  -  par  sa  valeur  dans  l'équation,  on  obtient  donc  la 

forme  cherchée. 

Revenons  à  l'équation  générale  aux  dérivées  partielles,  du   type 
elliptique 

.  ,  do  dco 

ako+b—!-  +  c—i-  +  e®  =  f, 
dx         dy  '      J 

où  a,  b,  c,  c,  f  sont  des  fonctions  données  de  x,  y  et  où  a  ne  peut 
s'annuler  dans  le  domaine  considéré.  En  supposant  les  conditions  aux 
limites  telles  que  les  intégrales  de  ligne,  introduites  par  l'intégration 
par  parties,  soient  nulles,  en  multipliant  par  ovdxdy  et  intégrant 
dans  le  domaine  <o,  on  trouverait  comme  précédemment 

f  C  \  (  do  0  ôo        do  d  o®\ 

J  Jfâ  l         \dx    dx        dy    dy  J 

-  (ë  ~  b)%**  ~  {%  ~ c)  %**  + e?  °>  -/°>] dx  d-y = °> 

et  il  faudrait  que  l'on  ait 

da 

da 

T~  =c- 
dy 

Ecrivons  comme  précédemment 


.  />  do        c  do        e  f 

"    ÔX  il    <)Y  il  il 
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En  posant 

b_  i  dA 

a       A  dx 

c i    6>A 

a  ~  A  dy  ' 

on  obtiendra  encore  A  par  quadrature 

A  =  e-'  "     =  eJ  "     ; 
mais  il  faudra  évidemment  que  Ton  ait 


dx 


Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  trois  coefficients  a,  b,  c 
pour  que  l'intégrale  en  o  soit  une  variation  exacte.  Appliquons  ce 
résultat  à  l'équation  des  marées.  Nous  obtiendrons  la  condition 


d_ 
dy 


i   /dht       dh%\~\        d   T  1   fdhx       d/>, 
A,  \  dx        dy  i      ~~  dx  [lu  \~~dy  ~~  ~dx 


où  //,  et  Ii,  ne  dépendent  que  de  la  colatitude  Q(x, y)  et,  linéairement, 
de  la  profondeur  h(x,  y). 

Cette  relation  sera  toujours  vérifiée  si  l'on  néglige  la  force  centri- 
fuge composée,  car  dans  ce  cas  h.,  est  nulle.  Mais  elle  ne  le  sera 
évidemment  pas  dans  le  cas  général. 

2.  Définitions  des  fy,  d<>  tpm  et  de  J,„.  —  Nous  venons  de  voir  que  le 
problème  des  marées  se  ramenait  à  la  recherche  du  minimum  (ou  du 
maximum)  d'une  certaine  intégrale  J  que  nous  avons  appelée  intégrale 
de  Poincaré.  Il  s'agit  de  trouver  la  fonction  qui  «  minimisera  »  celte 
intégrale  .).  Nous  nous  servirons  pour  cela  de  la  méthode  de  Ritz.  On 
sail  qu'elle  consiste  à  remplacer  la  fonction  inconnue  a  par  une  série 
de  fonctions  arbitrairement  choisies,  dont  on  détermine  les  coefficients, 
indépendants  de  a;  ''tjK,  de  façon  à  annuler  la  variation  première  de 
l'intégrale  J. 

Soienl  donc 

tu    <W>    ■••)   <Ki,    ••• 
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une  suite  illimitée  de  fonctions  réelles  de  x  et  y,  et 

«i-     «2 am,     

bu     b,,     ...,     bm,     ... 

des  nombres  actuellement  indéterminés.  Nous  poserons 


Yl,m 


=  a,  <l,  -+-  a, i|/,  -+- . . .  -+-  am  d>„„ 


O,  m  =  6,d/,-f-  ll,'b„_ 


et  nous  assujettirons  les  fonctions  ^  aux  conditions  suivantes  : 

i"   Elles  sont  déterminées,  finies  et  continues  ainsi  que  leurs  dérivées 

partielles  des    deux  premiers  ordres  dans   le   domaine  (D  et  sur  sa 

frontière. 

2°  Les  conditions  aux  limites  du  problème  doivent  être  remplies 

par  yUm  et  <p2>m,  quels  que  soient  les  nombres  a,,  a2,  . . .,  bt,  b»,  ..., 


i  =  ;// 


i=i  (=i 

i  =  m  i=m 

ce  qui  entraine  la  condition 


<tk  =  *k  =  o 


en  tout  point  du  contour. 

3°  Enfin,  nous  serons  obligés  de  supposer  que  la  relation 


rr    ^y^ 


est  satisfaite  pour  toutes  valeurs  des  indices  /,  /.  En  particulier,  on 
pourra  y  satisfaire  en  supposant  que 

/    /    r<  -r1  —r1  dx  dy  —  o 

quels  que  soient  /.  /  sauf  pour  i  =  j. 
Posons  enfin 

J      -   i'C    {         'h      (ÊÏL2.Y         /<>?».»>  Y    ,     fdffUm\*    ,     /<??,,,„  \     I 

+  "     ^(x,j)  ,,./;(?F.w-t-?^,,)-(-^(t.,o,,„+( ,  <Wy, 
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et  cherchons  à  déterminer  les  paramètres  a,  et  A,  de  façon  à  rendre 


l'intégrale  Jm  minima. 


Comme  Jm  est  une  fonction  du  second  degré  des  paramètres  ah  bt 
et  ne  dépend  pas  de  x,  y,  nous  n'avons  qu'à  résoudre  le  système 
linéaire  en  at  et  bh  à  coefficients  constants,  des  im  équations  sui- 
vantes : 


à< 


a"      J  Jn>  I. 


d<fj.„  0<\i„       d<?,,„,  <ty„ 


\    dx     dx  dy      dy 


d(x,  y)  gk1 


-±<\>n    dxdy  —  o. 


(29) 


dK  _  r  r  r 

db„     J  JD  l 


à<?«.„,    d'il,,  OOj.m    (tyn 

ôx      d.r  Oy      dy 


"1  — r, ; r-,  0-2,,,,  y„ 

d\    >,  y)  gk- 

(n  =  1,  2,  . 


m); 


dx  dy  —  o 


dfy  dtyj    •  dtyj  d<bj\  _  jr_ 


ou,  en  posant, 

a'J=ZJ  JqL     kl\àx   dx        dy    dy)       gk* 
?u=ffr>d-^dxdy, 

— y  un—  /    /    —ri^ndxdy, 


M; 


(fx  rf/, 


il  vient 


;=  1  ,1 

;       m  ;  =  m 


(rt—  r.   2, 


m). 


/    1 


Pour  que  ce  système  admette  un  système  de  solutions  non  identi- 
quement nulles,  il  faut  que  le  déterminant  des  coefficients  «  et  (3  soit 
différenl  de  zéro. 

Mais  dans  le  cas  des  oscillations  propres,  ce  sont  précisément  les 
racines  en  '/.  de  ce  déterminant  qui  déterminent  la  période  de  ces 
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oscillations.  Comme  nous  ne  nous  occupons  ici  que  des  oscillations 
contraintes,  où  X  est  une  donnée  du  problème,  et  que  de  plus  nous 
supposons  qu'il  n'y  a  pas  résonance,  notre  déterminant  sera  toujours 
différent  de  zéro. 

Ce  déterminant  permet  de  retrouver  des  résultats  que  M.  Poincaré 
avait  obtenus  par  une  autre  voie. 

Si  l'on  change  A  en  — X  dans  ce  déterminant,  on  se  rend  compte  faci- 
lement que  les  coefficients  a  ne  changent  pas  tandis  que  les  coeffi- 
cients (3  changent  de  signe  :  donc  le  déterminant  lui-même  ne  change 
pas.  Donc,  si  X  est  une  période  d'oscillation  propre,  —  X  le  sera  aussi. 

Enfin,  ce  déterminant  est  une  fonction  entière  en  X  :  la  multiplicité 
des  racines  en  X  reste  finie.  Pour  le  voir  on  appliquera  la  méthode  qui 
sert  à  Poincaré  pour  l'étude  des  systèmes  finis  de  points  (  Thcone  des 
marées,  Chap.  I). 

Avant  d'aller  plus  loin,  donnons  au  système  (29)  une  forme  diffé- 
rente qui  nous  servira  dans  un  moment.  Soient 

AM      A2,      .  .  . ,      A,„, 
r>i,     li2,      .  .  . ,     r>„, 

des  nombres  arbitraires.  Posons 

Ci. ,»(•<",  y)  =  A,<J;,-t-  A, 6.,  +  . . .-+-  A,„4/,„, 

Ç»,  /«(•»,  y)  =  B,(j>,+  Boi>2  +  . .  .+  b,„'!„,. 

En  multipliant  chacune  des  équations  (29)  respectivement  par  les 
quantités  A,-  etB,  et  ajoutant,  ce  système  (29)  se  résume  dans  les  deux 
équations  suivantes  : 


(3o) 


ffj 

ffj 


(<)^x.„,  <;:,,„.       dyUm  dKu 


dx      dx  dy       dy 

à[Ki,m9t,m)  ''■'  r  ,      Ci    y        \    i       i  , 


h   (ÉÎI2H  d^-'"  +  '''■ 


dx      dx  dy       dy 

d(x,  y) 


'i-  C. 

\       !  .    ,  O. 

Sk  J 


3a8 
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Le  système  (3o)  peut  s'écrire,  en  y  faisant 


c'est-à-dire    en    particularisant   les   coefficients  arbitraires    de    '(, 


i,m    • 


I  I    -* 


à(o. 


d-j. 


().r  i)  i 


^t?î,™- 


c, 


/Ii-4(i)'-(^)'] 


©I 


d(?l.«i?î.m)  *"        s 

d(x,y)  gk- 


C, 


dx  dy  =  o, 


dx  dy  =  o. 


Ces  deux  équations  nous  donnent  donc  pour  valeurs  de 


;l  de 


/   /    ~'^,mdxdy 


\j.®i>mdx  dy 


deux  intégrales  dont  les  éléments  sont  des  formes  quadratiques  des 
fonctions  o,  „„  ç2  ,„  et  de  leurs  dérivées  premières.  Portons  ces  valeurs 
dans  l'intégrale  .l„,  qu'il  s'agit  de  minimiser.  Nous  obtiendrons  ainsi 
une  nouvelle  intégrale  J",,  dite  minimisée  et  dont  l'élément  sera  une 

for [uadratique    des    fonctions    o,.,„,    o..  „,    et   de  leurs   dérivées 

premières 


1,///?       f2jfli 


J«=//J^[(%=)*+(^) 


rfo , 


—  V) 


(te   7     '    V    dy 


''(•'■■y)        2i,'A- 


ï  (?!,»»+  ?î,i»)     rf^rfy- 


Cette  intégrale  J",  n'est  autre  que  la  valeur  de  .1,,,  aptes  la  détermi- 
nation des  ••///  coefficients  de  o,  .„,  et  oL,,„. 

\\,nii   d'étudier  la  convergence  <\r  ces   intégrales  J°„,   il  faut  les 
.i  iujettir  à  garder  un  signe  constant. 
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4.   Le  signe  de  3°m.   —    Remarquons  que  .1",   peut  s'écrire  de  la 


manière  suivante 


JJJ      •\\-*r)  n^rj  +{-dy-)  +  Ur)J 

■Y  -  (d<?i.m  ,  ày,.,„y~ 
)  _t~  \  ()y        àx  ) 


00 


\  étant  purement  imaginaire,  le  dernier  terme  sera  toujours  négatif. 
Si  donc  on  pouvait  avoir 

li\—  n  <  o, 
■n  <o, 

la  forme  serait  toujours  définie  négative.  Mais  en  remplaçant  yj  et  h, 
par  leurs  valeurs  et  en  effectuant  le  calcul,  on  aboutit  à  une  contra- 
diction. 

On  peut  cependant  trouver  des  conditions  suffisantes  pour  que  cette 
intégrale  garde  un  signe  constant.  Pour  cela,  je  supposerai  que  les 
conditions  suivantes  sont  remplies 

(3.)  (A1-vJ>o, 

'  Y)  >  O. 

En  les  explicitant,  deux  cas  seront  à  distinguer  : 

i"  Si  2cocos0  <o  (hémisphère  austral),  il  faudra  que 

i  A  <  o 

et 

//.  <  min  2(o  cos  9. 

2"  Si  2(ocos0  >  o  (hémisphère  boréal  ),  il  faudra  que 

t'A  >  o 
et 

i'i.  >  illii\    >  ',i  COS0. 

C'esi  donc  encore  la  latitude  critique 

'/  |  .„  '  ,  OS  '   ' 

qui  s'introduit  ici. 

Joui  n.  de  Math.  (7"  série),  tome  I.  —  Fasc.  III,  igiS  l  ' 
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Ces  conditions  supposées  remplies,  je  dis  que  l'intégrale  aura  un 


signe  constant. 


Remarquons  d'abord  que  Y)  étant  positif,  le  deuxième  crochet  de 
l'intégrale  J°„  le  sera  également.  Il  nous  suffira  donc  d'établir  que 


ou  en  posant 


f  r\''i-n  [Y foi,» 
JJJ      *      [\    dx 

CC  \hi—n\(à9*,n 

JJJ       2       [\    àx 


'] 


r- 


p<?\,m\dxdy>°i 


ày 


i* 


jgp9lm\dxdy>o, 


i 

r- 

2gk2 


a  et  b  désignant  des  quantités  réelles, 


*a» 


à<?i 


dx 


\   ày   ) 


-b-f\,m\clxcly>o. 


^)'-5rt,]*«->- 


Il  suffira  donc  que 

//„[(% 

Divisons  notre  domaine  co  en  petits  rectangles  &,  par  des  parallèles 
aux  axes  de  coordonnées,  pour  fixer  les  idées.  Notre  intégrale  deviendra 
une  somme  d'intégrales  de  mêmes  formes,  mais  étendues  à  chacun  des 
petits  rectangles  Si. 

On  sait  que,  pour  un  domaine  suffisamment  petit,  on  a,  d'après  un 
leinme  connu  de  Poincaré  ('  ), 


ffj 


dçi 


àx 


-$9uUrdy>o, 


ày 


I,  désignant  la  plus  grande  dimension  du  domaine  si.  11  suffira  donc 


I   Poini  utlS.  Sur  les  équations  de  lu  Physique  mathématique  (Bendicontî 
del  Cire,  mat.  di  Palermo,  i8g4|)< 
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qu'on  ait 

bn-       24 
max  —7  <  —n, 
«2        7 11 

ce  qui  est  toujours  possible,  en  prenant  /  assez  petit,  les  dimensions  de 
chacun  des  petits  rectangles  étant  arbitraires. 
Le  lemme  de  Poincaré  suppose  que 


/   /   <fi,mdxdy  =  o. 


J»l+«        "1. 


Il  faudrait  donc,  dans  cette  méthode,  assujettir  les  fonctions  >\i  à 
vérifier  les  relations 

(32)  /    /    tyidxdy^o        (i  =  i,  2,  . . .,  m,  . . .), 

J  Ja 

quel  que  soit  celui  des  rectangles  $.  envisagé. 

Il  est  bien  évident  qu'au  lieu  de  rectangles  on  pourrait  choisir 
n'importe  quel  autre  mode  de  subdivision. 

Donc,  en  supposant  les  conditions  (3i)  remplies  et  les  <\i  assujettis  à 
vérifier  les  relations  (32),  l'intégrale  J"H  restera  toujours  positive. 

J5.  Convergence  de  J°K.  —  L'intégrale  J°H  étant  supposée  positive, 
posons 

*l=  <Pl,m+n —  <?i,»n 

et  formons  la  différence  des  valeurs  non  minimisées  de  J 

/J(cf.,,„,-l-<ï>,)\2       {  ()('h.m+^)Y 


=J4i 2  L 


dy  /        \  dy 

=  [(?!.«—  *i)s+(<p2,m-t-fcs)s 


,A./. 


— 7t[C,  (?,,,„+ cp,)  +  C,(cp2,, „  h- <Im| 

•  7  Li^-J   +  (,-^-J    +  \-Jy-)   +  V^^y  J""       0(,,y) 

l-  I1  ) 
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Or,  les  équations  (3o)  s'écrivent,  pour  l'indice  m  -+-  /i, 


/Ii-4 


d.r  c).r  J       dx 

J[Cl.m+n,(?2.,„-l-(I,2)] 


(Jv 


<>/ 


/J^^ 


o 

d<t>2\àÇ 


\Kum+n\dxdy  =  o, 


\ 


s2,/n  +  « 


<7?-2.„,       ,       <*I»,A    <JÇ2, 


-i-  -o 


j_\    J.<-  <'.r  )      dx  \    dy  ôy  j      dy 

<?[(<?i,„,  +  <fr,),  ;a,  ,„.„,] 

/  -  C.  j 
t?(?2,/«  +  *»)  ?i,»h  n  -t-  7771  Ç2,m+«    rfa;  c/j  =  o. 

Dans  ces  dernières  expressions,  faisons 

ce  qui  est  possible,  puisque  les  '(  ont  des  coefficients  arbitraires  et 
sont  de  l'ordre  de  m  +  n.  En  tenant  compte  des  relations  ainsi  obte- 
nues dans  l'expression  de  J„,+„  —  J„n  nous  minimisons  ces  intégrales, 
et  nous  pourrons  écrire,  après  réductions, 


--"-=/ fj-^m-m 


dy) 


$)"] 


*T  -t-*ï)><*rrfy. 


d(x,  y)         igk- 

Mais  avec  les  hypothèses  faites  au  paragraphe  précédent,  cette  inté- 
grale reste  toujours  négative, 

•' m  lit        J m   -^  u 

'■I  \"m  restant  positive,  quel  que  soit  m,  à  tout  nombre  tm  donné  à 
l'avance,  on  peul  faire  correspondre  un  nombre  M  tel  que,  pour  toute 
valeur  de  ///  >•  M,  on  ait 

I   1 0         10    I  ^. 

(pie]  que  soit  n. 

houe,  les  intégrales  minimisées  .1",  tendent  vers  une  valeur  limite 
quand  ///  croît  indéfiniment. 
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ii.   Convergence  de   Ci  *P\dxdy,   ....    -   Malheureusement,  la 

méthode  précédente  ne  nous  permet  pas  de  passer  de  la  convergence 
des  intégrales  J"„  à  celle  des  intégrales 

ff  <b\dxdy,  f  f  <b\dxdy, 

où 

*1=  ?l,m+n <?,«> 

lui  effet,  elle  ne  nous  renseigne  que  sur  la  convergence  de 

ffjdè-%)'»*- 

ce  qui  ne  nous  est  d'aucune  utilité. 

On  peut  cependant  arriver  au  résultat  cherché  en  changeant  les 
hypothèses  faites,  au  paragraphe  précédent,  sur  y),  //,  et  les  fonc- 
tions '}. 

Nous  supposerons  maintenant 

/'i<o 
ou,  en  explicitant,  il  faudra  : 

i"  Si  2WCOs8  <o  (hémisphère  austral) 

|  il  |  <  |  2»cos0|  ; 
2°  Si  awcosO  >o  (hémisphère  boréal) 

|  ii.  |  <  2to  cosÔ, 
donc  toujours 

|  il\  <  |  2 u  cos0  |. 

Enfin,  assujettissons  les  fonctions  '}  (qui  doivent  d'ailleurs  satisfaire 
aux  conditions  données  sur  le  contour)  à  vérifier  la  relation 


ff,*J^M(f,dy  =  o 
J  J,«       <H'-.y) 


/(0      <H.r.y) 
ipielles  ipie  soient  les  valeurs  des  indices  /,  j. 


334  FRANÇOIS    JA.GER. 

En  particulier,   on  pourra   choisir  les  fonctions  'j>  telles    que   la 
relation 


v  -r-  -p-  dx  dy  =  o 
J  JiQ     dx    dy 


soit  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  des  indices  i  et  /,  sauf  pour  i  =  j. 

Telles  sont  les  hypothèses  que  nous  adopterons  définitivement,  à 

l'exclusion  de  celles  que  nous  avions  faites  au  paragraphe  précédent. 


L'intégrale 


J  J(0       d(*.  y) 
étant  nulle,  J",  se  réduira  ici  à 


.i 


ày 


dx 

à?*.,,, 

Oy 


I 


+  r^Zi(T?,™-+-<Pl™)  \dasdy 


et  sera  toujours  négative,  puisque  X  est  purement  imaginaire  et  que 
nous  avons  fait  l'hypothèse  ht<^o. 

Dans  les  mêmes  conditions,  Vm+n  —  J",  se  réduira  à  l'intégrale 


m- 


(m>,y-     fd^y     A]*; 

dx      +  [dx)   +\dr 


($)"]-£.«*  •">}** 


et  restera  donc  toujours  positive,  ce  qui  nous  permet  d'écrire  comme 
précédemment 

|    Jm  +  n  J„,    |    <C  Sm 


et  chaque  partie  de  l'élément  de  cette  intégrale  étant  négative,  nous 
:  inégalités  suivantes  : 


obtenons  les  six  inégalités  suivantes  : 


CI 


dx 


dx  dy  <  £,„  ; 

/IlT["T-XTT")]'h'»<-i 

dx  dy  <  e,„  ; 
dx  dy  <  £„, 


ffj*\ 


2  r  dy 


'CD1 
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et 


ff\^ 

J  J(Q\2ëK 

ff 


!,/«-+-«  " 


?!,'»)' 


— -7T,(cp-2,m+n—  <Ps,m) 
2  s?  A 


dxdy<sm. 


Ces  inégalités  vont  nous  permettre  d'établir  la  convergence  uni- 
forme de  nos  fonctions  presque  partout. 

7.  La  convergence  en  moyenne  des  fondions  ©,„.  —  Montrons  (') 
que  de  la  suite  donnée 

?ll       fil        ■■■■,       ?«n        ••• 

on  peut  en  extraire  une  autre  qui  converge  uniformément  en  général 
vers  une  fonction  finie  et  bien  déterminée,  en  tout  point  intérieur  au 
domaine  ®,  sauf  peut-être  en  un  ensemble  de  points  dont  la  mesure 
superficielle  est  nulle. 

De  cette  suite  donnée  on  sait  d'abord  qu'à  tout  nombre  £,„]>o, 
donné  à  l'avance,  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  m  tel  que, 
pour  toute  valeur  de  n  >>  m,  on  ait 


ff 


(<P>«—  <?nfdxdy  <am. 
(£> 


Cela  résulte   de  la  dernière  inégalité  du  paragraphe  précédent, 
lisque,  dans  cette  iné 
On  sait  de  plus  que 


puisque,  dans  cette  inégalité,  le  coefficient  — p  est  toujours  négatif. 


2gk> 


lira  £,„  =  o. 


On  peut  donc  choisir  d'une  infinité  de  manières  une  suite  de  nombres 
positifs  décroissants 


c,,        £j,        .  .  .  ,       £„ 


(')  F,a  démonstration  suivante  a  été  donnée,  | ■  le  cas  d'une  variable,  par 

M.  Plancherel  (Rendiconti  del  Cire.  mat.  <li  Palermo,  t.  \\\,   1910).  Pour 

simplifier  les  notations,  1 s  raisonnerons  sur  une  suite  à  un  seul  indice  :  la 

démonstration  s'applique  dune  soil  à  j,  „,,  suit  à  otim. 
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tels  que  la  série 


Si 


soit  convergente. 


Désignons  parE'(y])  l'ensemble  des  points  intérieurs  au  domaine  (B, 
pour  lesquels  une  fonction  quelconque  o,„  de  notre  suite  a  un  module 
supérieur  à  un  nombre  positif  y)  : 


La  mesure  superficielle  /«.[EYy])]  de  cet  ensemble  vérifiera  l'iné- 

rr/»s[E'(ï))]<f  (  olcU-dy. 

J     J(Q 

/ws[E'(Yi)]<-i   /   /    co^dxdy. 

71     J    J(VS 


galite 


SoitE(v])  le  complémentaire  de  E\yj),  c'est-à-dire  l'ensemble  des 
points  intérieurs  à  a)  et  ne  faisant  pas  partie  de  E'(yj).  La  mesure  de 
ce  nouvel  ensemble  vérifiera  l'égalité 

i»f[E(u)]  =  D-m,[E'(Yj)], 

en   appelant   1)   l'aire  du  domaine  ®,  au  sens  élémentaire  du  mot. 
Donc 


mJ[E(n)]>D--^  /    /    ifldwdj 


et,  eu  chaque  point  de  cet  ensemble  E(yj),  nous  aurons  par  définition 

|?m  \<ri. 

Ces  notions  étant  rappelées,  nous  allons  déterminer  une  limite  infé- 
rieure de  la  mesure  superficielle  de  l'ensemble  E,„(  yj,„)  des  points 
en  chacun  desquels  on  ait 


quels  que    oient  m  et  n^>  m,  r\m  désignant  un  nombre  positif  donné 
tendant  vers  zéro  quand  m  augmente  indéfiniment.  Nous  désignerons 
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Par  E'm/(*U)  son  complémentaire.   En  tout  point  de  Em,(r\m),  nous 
avons 

I  <?,«•—  ?,«'+i  |  <ïî»i, 

!?/«■—  ?/»'+2    I   <  '0,,,, 


|?m ?m'-t-/,  |  <*)m, 


p~>m'  désignant  un  entier  positif  d'ailleurs  quelconque.  En  chaque 
point  de  Em, (■/],„),  il  y  a  un  des  premiers  membres  de  ces  p  inégalités 
supérieur  ou  égal  aux  p  —  i   autres   :  la  fonction  égale  en  chaque 
point  de  Eml (ï),„)  à  ce  module  maximum  sera  appelée  (pm,p. 
L'ensemble  C'mlp{-f\m)  des  points  en  lesquels  on  a 


aura  une  mesure  superficielle  inférieure  à 


^  ff  *l 


in^pdxdy. 


Cela  va  nous  permettre  de  trouver  une  limite  supérieure  de  ms[E'n,(r\,n)], 
c'est-à-dire  la  limite  inférieure  de  ms[Em,(y]m)]  que  nous  cherchons. 

En  effet,  remarquons  d'abord  que  l'ensemble  c'm,tP(-qm)  estintérieur 
à  Cj+tCl»)»  ce  dernicr  à  ^.^(tj»), 

Cela  résulte  de  leur  définition  même,  puisqu'en  un  point  où  l'on  a, 
par  exemple, 

on  aura  a  fortiori 

fm;P  >vj„„ 

car  ?«,/,,,  désigne  en  chaque  point  la  plus  grande  des  fonctions 

l?/« Çm'+i  |-      -..,      |<p,„ ?b»4-„-|,      |  ?,„■-?,„•,,,  ,1  | 

et  ?/«./,  'a  plus  giande  de  ces/j  premières  fonctions. 

Donc,  tous  ces  ensembles  seront  contenus  dans  le  suivanl  : 

lim  ?",,, -,,(■/)„,)■ 

De  plus,  je  dis  que  tout  point  de  E'm,(  ïjm  )  appartient  à  l'un  au  moins 
des  ensembles 

p(*)m),       Cm'  ,,  ,  [(*],„  ) 

Journ.  de  Math,  (y  série),  tome  I.  —  Fasc.  [II,  4^ 
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En  effet,  un  point  appartient  à  Em,(yjm)  quand  l'une  au  moins  des 
inégalités  de  la  forme 

\<fm Vm'+p\<Vm  (/>>»»') 

n'est  pas  vérifiée.  En  d'autres  termes,  en  tout  point  de  E^,(y)„,),  on  a 
au  moins  une  inégalité  de  la  forme 

I  <?m Vm'+p  \  =  flm. 

Mais,  par  définition,  on  a 

?m>  =  |  <?»i'  —  ?»i'+/.  I  =  "Ont- 

Donc  ce  point  fera  nécessairement  partie  d'un  ensemble  c'm,  p{t\m). 

Donc 

ms[E'm,{nm)]SmJ\im  C'm;p{rim)~\. 

Tout  revient  donc  à  trouver  une  limite  supérieure  de  cette  dernière 
quantité. 

Or,  nous  avons  vu  que 

ms[t'm.tP(n,a)~\%—  l   l  Ql,,,rdxdy, 

'^  ni  J    */j) 

et,  d'autre  part,  on  a  évidemment 

?<«>  =  I  fin'—  ?m+/.  |  "+-  ?m',;.-l 

puisque,  par  définition,  <pm,     est  toujours  égale  à  l'un  ou  l'autre  des 
termes  du  second  membre.  Il  en  résulte 

el   comme   fm,      ,   satisfait   à   une  inégalité   analogue,   on  arrive  de 
proche  en  proche  à  l'inégalité 

En  se  rappelanl  les  inégalités  du  débul 
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on  obtient 

/    /    ol,',vdx  dyln{Em-+p->r  ïm<+r-i-\-  .  .  .-H  £,«4-1), 

et  le  second  membre  étant  convergent  pour  la  suite  extraite  qui  nous 
occupe 

ms[C'm.,p(-nm)Ji±-  ff  ^pdxdyl-^-    Y    g 

'•m  J    J,Ç\  "m      •*" 

et  comme  m'  peut  être  cboisi  aussi  grand  qu'on  le  veut,  on  est  assuré 

que 

p=» 

W„,  =   -jf-      Y      £P 

■n-m    **     y 

p  =  m'+l 

peut  être  rendu  aussi  petit  que  l'on  veut  et,  en  particulier,  tel  que  la 
série 

converge. 

D'après  ce  qui  précède, 

ms[E'  (-a,n)]i  mj  Um  C'm^p{nm)l  Su,„. 

On  obtiendrait  de  la  même  manière 

/»,[E'(Y)p)]<&jp         (p>m) 

qui  définit  l'ensemble  où  l'une  au  moins  des  inégalités 

I  ?,,  —  0,1  |  <  tip         (">/>) 

n'est  pas  vérifiée.  Finalement,  nous  sommes  assurés  de  la  convergence 
uniforme  de  nos  fonctions  cpm  en  tout  point  n'appartenant  pas  à  l'un 
des  ensembles  E'(ï)m).  Mais  la  somme  des  mesures  de  ces  ensembles, 
à  partir  du  rang  /?,  est  inférieure  à 

171  =  « 

m      fi 

et   cette   dernière    série   étant   convergente,    celle    somme   peut  être 
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rendue  aussi  petite  que  l'on  veut.  Comme  c'est  une  constante,  elle  est 
rigoureusement  nulle. 

Donc  nos  fonctions  convergent  uniformément  en  tout  point  du 
domaine  (B,  sauf  peut-être  en  un  ensemble  de  points,  de  mesure 
nulle. 

Dans  cette  démonstration,  le  choix  des  fonctions  formant  la  suite 
extraite  n'a  été  soumis  qu'à  la  seule  restriction  que  Zim  soit  conver- 
gente. A  cette  seule  condition,  toutes  les  suites  extraites  tendront, 
dans  le  domaine  indiqué,  vers  une  fonction  limite  <p. 

On  voit  immédiatement  que  cette  fonction  <p  est  de  carré  intégrable  : 
à  cause  de  la  convergence  uniforme,  on  a  en  effet 

/    /    a'1  dx  dy  ;=  lim     /    /    cajndxdy, 

maine  de  convergence  uniforme 
<P/«|<|?P—  ?m|-H?P|        (/'<'«; 


E„  désignant  le  domaine  de  convergence  uniforme  de  ©,„.  Comme  de 


on  tire 


/    /    y^dxdyli  j    j    (op — o„,)2  dx  dy  -H  2  1    /    (aj,  dx  dy 
;p  -+-  2  /   /   o,'  dx  dy, 


:2£, 

il  vient 


/    /    es2  dx  dy  <  2  e/(  +  2  /    /    caf,  dx  dy, 
J  Je.  J  d,n 


et  comme  la  limite  du  premier  membre  n'est  autre  chose  que 

f*dxdy, 


ff 


Y  est  bien  intégrable. 

Celte  fonction  <p  est  d'ailleurs  unique.  En  partant  de  sa  définition 

même 

ce  =  lini 


fin, 


on  peut  écrire 

/    /    (?  —  ^,,)'ldxdy  —  \\m   j  j   (Q,„—ol,ydxdy, 
et   le   second  membre   tendanl  vers  zéro  quand  p  augmente   indélî- 
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niment 

lim    I    l    (9  —  ory  dx  dy  =  o. 

En  prenant  une  autre  fonction  <py  de  la  suite,  on  obtiendrait  éga- 
lement 

lim    /    1    (9  —  cpy)a  dx  dy  =  o, 

puisque 
et  que 


lim      /    /     |  9;,  —  cs7  |-  r/j-  (/y  =  o. 


Donc  nos  fonctions  tendent  presque  partout  vers  une  fonction 
unique. 

Passons  à  la  convergence  des  dérivées  premières.  Nous  aurons 
encore  ici 


puisque  le  coefficient  hK  a  été  supposé  négatif.  De  plus,  tm  est  le  même 
que  celui  que  nous  avons  rencontré  dans  l'étude  de  la  convergence 
de  <pm.  On  pourra  donc  choisir  la  même  suite  de  nombres  positifs 
décroissants 

et  tels  que  la  série  -Se,-  converge  d'une  manière  identique  à  celle 
employée  dans  le  cas  de  o,„.  Les  suites  extraites  se  correspondront 
donc  entièrement,  au  point  de  vue  des  indices,  dans  les  deux  cas. 

On  démontrerait  sans  peine,  par  un  raisonnement  analogue  à  celui 
employé  précédemment,  que  -$&,  ^»  tendent  uniformément  en  tout 

point  du  domaine,  respectivement  vers  des  fonctions  uniques  X,  Y, 
sauf  peut-être  en  des  ensembles  E',.,  E^  de  points,  de  mesure  nulle. 

Mais  les  fonctions  X,  Y  ainsi  obtenues  sont-elles  bien  les  dérivées 
de  la  fonction  <p?  La  correspondance  absolue  des  indices,  et  par  con- 
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sêquent  des  suites  extraites,  permet  d'affirmer  qu'en  dérivant  <p  terme 
à  terme,  on  retombera  sur  X  et  Y  (formellement).  Comme  on  est 
assuré  de  la  convergence  uniforme  de  <p,  X,  Y,  sauf  peut-être  respec- 
tivement sur  les  ensembles  E',  E^.,  E'r,  on  peut  dire  que  X  et  Y  seront 
bien  les  dérivées  de  cp,  sauf  peut-être  en  un  ensemble  de  points 

e'  +  e.;+e;, 

dont  la  mesure  sera  nulle. 

En  raisonnant  comme  précédemment,  on  démontrerait  également 
l'unicité  de  chacune  des  deux  fonctions  limites  X,  Y  et  l'intégrabilité 
de  leurs  carrés. 

Il  reste  à  voir  si  les  fonctions  limites  ainsi  obtenues  sont  bien  solution 
du  problème. 

8.  Existence  de  la  solution  fondamentale.  —  Pour  démontrer 
l'identité  de  nos  fonctions  limites  et  de  la  solution  du  problème  pro- 
posé, il  est  nécessaire  d'établir  l'existence  d'une  certaine  fonction  que 
j'appellerai  solution  fondamentale  de  notre  équation  et  que  je  défi- 
nirai de  la  manière  suivante  : 

En  reprenant  les  notations  du  Chapitre  II,  écrivons  l'équation  des 
marées  sous  la  forme 

et  posons 

do  do 

3(o)  =  ia  +  a  j^  +  b— J-  H-  co. 
Ojc         ay 

Pour  ne  pas  compliquer  inutilement  l'écriture,  nous  supposerons 
tous  les  coefficients  de  cette  équation  réels. 

La  solution  fondamentale  H(x,y,  H,  Y])  sera  définie  par  les  deux 
conditions  suivantes  : 

1"  En  tout  point  intérieur  au  domaine  CD,  sauf  au  point  (x,y)  =  ($,-q), 
la  fonction 

Hi(«,  y;  2j,  -n)  =  U(x,  y;  £,  *))  — log- 
vérilie  l'équation 
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2°  Sur  le  contour,  on  a 

dH      „dU 

hCT  =o 

an  as 


ou  encore 

dlos-  àloe- 

^i  +  C^iz^ — -C — ■ 

an  as   '  dn  as 

Tout  revient  donc  à  calculer  cette  fonction  H, .  Pour  cela,  il  suffit  de 
se  rappeler  les  propriétés  de  la  fonction  de  Green  généralisée,  étudiée 
au  Chapitre  II,  et  définie  par  les  conditions  : 

i°  G,(jr,y;  i,  -fl)  =  G(j;,  y;  t,  r;)  —  log- 

est  harmonique  à  l'intérieur  de  tO. 
2°  Sur  le  contour,  on  a 

ÔG      „dG 

hC-  =  o. 

an  as 

Je  dis  que  la  fonction  H, (a?, y;  E,  y)),  définie  par  l'équation  sui- 
vante, répond  à  la  question 

(33)     II, (x,  y;  \,  v) 

=  G,(x;y;  jj,  v) 

X  G(x,  y;  À,  p)  dldp, 

où,  dans  les  termes  accentués,  x,  y  doivent  être  remplacés  par  A,  a. 
Le  point  (A,  u.)  =  (ç,  r))  ayant  été  exclu  précédemment,  dans  le  terme 
tout  connu 


/.AK-aV;^: 


G(.r,   i  ;  A,  p)dldp, 


l'intégrale  sera  étendue  au  domaine  cO  à  l'exclusion  d'un  petit  cercle 
entourant  le  point  (X,  u,)  =  (H,  y)),  et  dont  on  fera  ensuite  évanouir  le 
rayon. 

On  voii  immédiatement,  en  vertu  de  L'équation  de  Poisson  et  de  la 
relation  AG,      o,  que,  sauf  au  point  (x,  y)      (ij,  ï)), 

Ail,  a        \  —  à-z cH,  —  S    log-r—     — = — -    , 

ô.r\  ày  r(x,y;  ç,n) 
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c'est-à-dire 

J(H,)=-#(logi;)l 

Enfin,  à  cause  de  l'équation  (33)  et  de 


dG      „dG 
on  as 


au  bord,  on  aura 


du  J    os    "      dn  J   as  dn  as 

Donc 

H  =  Hi4-log' 

répond  bien  à  la  question. 

L'équation  (33)  n'a  pas  tout  à  fait  la  forme  de  celle  de  Fredholm, 
mais  nous  avons  vu  qu'il  était  facile  de  l'y  ramener  en  intégrant  par 
parties  les  termes  de  l'intégrale  contenant  les  dérivées  premières  de  la 
fonction.  Il  suffit  donc  d'appliquer  ici  les  raisonnements  faits  plus 
baut  pour  arriver  au  résultat  cherché. 

9.  La  fonction  limite  et  la  solution  du  problème.  —  On  sait  que, 
pour  répondre  à  cette  question,  il  existe  plusieurs  méthodes  : 

i°  Celle  fondée  sur  l'emploi  du  lemme  de  M.  Hilbert  revient  essen- 
tiellement à  intégrer  la  fonction  obtenue  pour  permettre  ensuite  le 
passage  à  la  limite.  Elle  a  été  employée  par  Ritz  dans  tous  ses  tra- 
vaux, mais  ne  semble  pas  applicable  à  notre  problème  à  cause  de  la 
dissymétrie  de  notre  fonction  de  Green. 

2°  Celle  qui  consiste  à  remplacer  la  valeur  de  la  fonction  en  un 
point  par  ses  valeurs  le  long  d'un  contour.  Elle  a  été  appliquée,  sous 
des  formes  diverses,  au  problème  de  Dirichlet,  par  MM.  Lebesgue  ('), 
Fubini  (-),  etc. 

Comme  dans  la  méthode  précédente,  le  passage  à  la  limite  est 
encore  obtenu  grâce  à  une  intégration. 

Nous  essaierons  d'appliquer  à   notre  problème  une  méthode  ana- 


(')  Rendiconti  del  Cire.  mat.  di  Palermo,  1907. 

(2)  Rendiconti  del  Cire.  mat.  di  Palermo,  1906  el  1907. 
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logue  à  celle  de  M.  Fubini.  Rappelons  brièvement  le  principe  de  cette 
méthode  dans  le  cas  du  problème  de  Dirichlet. 

Soient  \J(x,y)  une  fonction  harmonique  à  l'intérieur  d'un  do- 
maine (B,  et  y  un  cercle  situé  tout  entier  à  l'intérieur.  Soient  enfin 
(a;,  y)  un  point  situé  sur  la  circonférence  de  y,  (a,  b)  un  point  situé  à 
l'intérieur  de  cD,  r  leur  distance.  On  sait  que  l'expression 


;/(«*&-'-'»"£)* 


représente  U(a,  b)  si  le  point  (a,  b)  est  intérieur  au  cercle  y-  Elle  est 
nulle  s'il  lui  est  extérieur. 
Soit  maintenant  une  suite 

"n    m2,     •  •  •  i    "'">     •  •  •  > 

minimisante  pour  l'intégrale  de  Riemann 


/a(£HS)>* 


M.  Fubini  recherche  pour  ces  fonctions  minimisantes  une  propriété 
analogue  à  celle  de  la  fonction  harmonique,  et  il  établit  le  théorème 
suivant  : 

En  tout  point  inférieur  au  domaine  ce,  la  /onction 

.  rr     diogr  dun\ 

u  = lim     /      «    — losr  — ; —    as 

2  7T     m»    JT  \  <J"  rf«   / 

existe.  Elle  est  nulle  si  (a,  b)  est  extérieur  à  y;  elle  est  indépen- 
dante de  y  et  ne  dépend  que  de  (a,  b)  si  (a,  b)  est  intérieur  à  y. 

Cette  propriété  permet  d'affirmer,  en  balayant  tout  le  domaine  avec 
le  cercle  y,  que  u  est  harmonique  et  représente  la  fonction  lim  um 
partout  où  elle  existe. 

Pourâppliquer  celte  méthode  au  problème  des  marées,  il  faut  com- 
mencer par  généraliser  la  formule  de  (ireen  (  ' ').  Ici,  l'intégrale  de 
Poincaré  jouera  le  même  rôle  que  l'intégrale  de  Riemann  dans  le  cas 
du  problème  de  Dirichlet. 

(')  F.  JiGBR,  Comptes  rendus  Acad.  Se,  17  avril  191  i. 

Journ.  de  Math.  (7'  série),  tome  I.—  Fasc.  [II,  iyii.  I  I 
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Nous  suivrons  une  méthode  analogue  à  celle  que  l'on  emploie  pour 
établir  la  formule  de  Green  classique,  et  pour  cela  nous  partirons  de 


l'intégrale  suivante  : 


ycD 


2 

V  dx    dx        ôx    dx 

2 

/<??i  _  dçpA  /  àyA       dy, 
\  Ox       dy  )  \  dx       dy 

£+£)(^©]-'ï&<**+«ril-.*. 

qui,  en  y  faisant  y '{  =  o, ,  y2  =  ç2,  reproduit,  aux  termes  tout  connus 
près,  l'intégrale  de  Poincaré.  En  d'autres  termes,  elle  jouera  ici  le 
rôle  de 


ff 


du  dv        du  dr  . 
^2  \àx  dx       à  y  àyj 


pour  l'intégrale  de  Riemann. 

Récrivons  nos  équations  (27)  du  début  et,  pour  abréger,  désignons 
respectivement  par  j,(  )  et  par  §2(  )  chacun  de  leurs  premiers 
membres. 

De  l'intégrale  I  on  déduira  alors,  au  moyen  d'intégrations  par 
parties  (il  est  inutile  de  donner  le  détail  du  calcul  puisqu'on  se 
borne  aux  opérations  inverses  de  celles  qu'on  a  faites  pour  obtenir 
l'intégrale  de  Poincaré), 

1  ~ /  /  <?1  "^ (/l ^  +  *! ^**) dx dy  +  /  ?l  l7'1  ~à7ids~~'n  dy°) 

+£^{h><c%ds+'nd^)' 

et  comme  l'intégrale  I  du  premier  membre  ne  change  pas  quand  on 
permute  (<?,,  ?,),  (/_,,  -/_.,),  on  a 

( 35 )  jj    [<p,  £ (xi)  ~  Xi  ^1  (?i)  +  ?!  £(X» )  -  X=  &(<P« )1 ,ljr  f,y 

./,■  \      an        '   i)u  an       **   an  ) 


l 


T0(<Pi  ri'L-i  —  Xi  ^î  —  <Pî  rfXl  +  X2  r/?<  )• 


SUR    LES    MARÉES    d'un    BASSIN    A    PAROIS    VERTICALES.  3^7 

Enfin,  soient  <p,  +  io-,  une  solution  des  équations  associées,  G,  et  G2 
des  solutions  fondamentales,  on  aura,  en  entourant  le  point  (£,  yj) 
d'un  petit  cercle  dont  on  fait  tendre  ensuite  le  rayon  vers  zéro, 

(36)     [*,(?,+  ?,)]«,„=  ~iïfch>(^-G^  +  ^-G*liï)ds 

H I  *i(9i  dG2—  G,  rf<p2—  ep5rfG,+rG2rf<pi) 

*"hff  (  °' 7'  +  Ga/' )  *"  ^' 

en  désignant  par  — /",  et  — /,  les  seconds  membres  des  équations 
proposées.  Pour  h  =  i,  yj  =.  o,  nos  équations  se  réduisant  à  celle  de 
Laplace,  on  retombe  sur  la  formule  de  Green  ordinaire. 

Si  nous  assujettissons  les  fonctions  <p  à  satisfaire  aux  conditions  aux 
limites  du  problème,  les  fonctions  G  prenant  d'ailleurs  des  valeurs 
quelconques  le  long  du  contour,  on  obtient 

+  jz  fflfi  G.  +  f.G^dxdy. 

Telle  est  l'expression  qui  sera  vérifiée  pour  toutes  les  fonctions  asso- 
ciées cp,  et  ç2,  solutions  du  problème,  pourvu  que  (£,  r\)  soit  intérieur 
au  contour. 

Cherchons  une  propriété  analoguejpour  nos  fonctions  minimisantes 
et  montrons  que,  pour  de  telles  fonctions,  l'expression  suivante,  où  y 
désigne  un  cercle  quelconque  intérieur  à  (D, 

i  r\  ( ,    àG{  àG,\  [ ,    àGi  0Gt\l    . 

-  n  s  JY  [*-  r  ■  tm  -  *  -jf) + *-  y1"  *r  +■ ri  ht  )  J  * 

+  -^ff(fiGl+AGl)dxdy 
est  constante  si  le  point  <;,  yj  est  extérieur  au  cercle  y  ;   et  qu'elle  ne 
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dépend  pas  de  y,  mais  seulement  du  point  (<;,  Y]),  si  (£,  Y])  lui  est  inté- 


rieur. 


Pour  cela,  nous  partirons  de  l'intégrale  suivante  : 

(37)  rrr_.Al/^i$çi+^î$Çi+^i^i+$i^! 

J  J,n  L  \dx  dx        dx   dx        ày   ày        ày   ày 


à(V\,<f>î)  d(y,,W,)  ^2      ,  r  r 

—  (<P  1 7. .  +  ?.  X«  )  +/i  7.  >  +/1Z1 J 


d(*>j) 


<*(•**  r)     s*s 


eLr  rfy. 


Je  dis  que  cette  intégrale  est  nulle  si  o,  et  cp2  représentent  des  fonc- 
tions associées  minimisantes  pour  l'intégrale  de  Poincaré  et  si  y,  et  y2 
sont  des  fonctions  assujetties  uniquement  à  satisfaire  aux  conditions 
aux  limites  du  problème. 

Pour  le  voir,  il  suffit  de  se  rappeler  que  nous  avons  obtenu  précé- 
demment les  deux  relations 


d<pt%m  àK 


\,m    u  S  1 ,  m 


J  J(Q- 


dy      ày 

+  *i  — r, — H r-  ?i 

à(x,y)  gk*1 


:Q\,m  +/l  Si 


dx       dx  dy       dy 


yj- 


à(x,y) 


—  — rî?.,»,Çi,».+/»Ç. 


dxdy  =  o, 


dx  c/y  =  o, 


où  ?,,,„,  <pî,m  sont  des  fonctions  minimisantes  pour  l'intégrale  de 
Poincaré  et  '(,,„,,  (..,„  des  fonctions  assujetties  uniquement  à  satis- 
faire aux  conditions  aux  limites  du  problème,  et  pouvant  représenter 
une  fonction  quelconque  pour  m  croissant  indéfiniment.  Donc,  à  la 
limite,  en  désignant  respectivement  par  o,  et  <p2  les  limites,  pour  m 
infini,  de  cp,m  et  <$îim,  aux  points  où  elles  existent,  et  en  désignant 
par  '/,,/■  des  fonctions  quelconques  satisfaisant  aux  conditions  aux 
limites  du  problème,  l'intégrale  (37)  sera  nulle.  Pour  abréger,  nous 
l'écrirons 

J(?u?»;Xi»Xi)  =  °- 


Pour  d'autres  fonctions  y\,  /*,  assujetties  aux  mêmes  conditions 
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aux  limites,  nous  aurions  également 

J(?i,<Ps;  XÎ<X*)  =  °- 
Donc 

Ceci  posé,  considérons  deux  cercles  C  et  C"  intérieurs  au  domaine  (0 
et  contenant  tous  deux  le  point  (£,  y]).  J'appellerai,  en  séparant  les 
parties  réelles  et  imaginaires  :  G(x,y,  \,  yj),  la  fonction  fondamentale 
assujettie  à  vérifier  sur  la  frontière  de  (B  les  conditions  aux  limites  du 
problème; 

G'{x,r,  £,*■)  =  G',  +  iG;  ;        G»(«, y;  £,  n)  =  G';  +  i&; 

deux  autres  fonctions  fondamentales,  définies  respectivement  à  l'inté- 
rieur des  cercles  C  et  C"  et  assujetties  d'ailleurs  à  des  conditions  aux 
limites  quelconques. 

Les  fonctions  y ,,  y2,  yj,  y*  étant  assujetties  à  la  seule  condition  de 
satisfaire  aux  conditions  aux  limites  du  problème  le  long  du  contour  C 
du  domaine  (û,  nous  pouvons  les  définir  de  la  façon  suivante  : 

j^i  =  —  G,  dans  le  domaine  ÛD  —  G'  ; 
"Li  — - — G2  «  (D  —  G'; 

Xî=— G,  »  CD-C"; 

Xl  =  —Gt  »  (S -G". 

Les  quatre  fonctions  ainsi  définies  n'ont  plus  aucun  point  singu- 
lier à  l'intérieur  de  i0.  En  effet,  le  seul  point  singulier  des  trois  fonc- 
tions G,  G',  G"  est  le  point  logarithmique  (x,y)  =  (%,  r\). 

Comme  nous  avons  supposé  ce  point  (£,ï])  intérieur  à  la  fois  au 
cercle  G'  et  au  cercle  C",  les  différences  G',  —  G,,  G^  —  G2,  ... 
n'auront  plus  aucune  singularité  en  ce  point  et  les  fonctions  G,  et  Ga 
seront  régulières  en  tout  point  extérieur  à  G  et  C". 

De  plus  les  fonctions  G,  G',  G"  sont  par  hypothèse  des  solutions 
particulières  de  nos  équations  générales  sans  second  membre,  sauf  au 
point  (a?, y)  =  (Ç,  Yj):  il  en  sera  de  même  des  fonctions  •/,,-/ ., ,  y*,  yj, 
mais  le  point  (Ç,  •/])  ne  jouera  plus  ici  aucun  rôle. 


/1  =  G;-G,ài 

'intérieur  de  C'; 

xs=g;— g, 

»               C'; 

xr=G';-G, 

C; 

x;=g;-g2 

C"; 
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Ces  remarques  faites,  revenons  à  notre  égalité 

J(?i>?2;  xi>xs)  =  J(<pj,<P!;  xhxî) 

et  intégrons  par  parties  de  manière  à  mettre  en  facteur,  dans  chaque 
membre,  les  fonctions  <p,  et  z>2.  En  appelant  comme  précédemment  §{ 
et  3%  les  premiers  membres  de  nos  équations  générales,  et  en  rempla- 
çant les  ■£  par  les  valeurs  que  nous  venons  de  définir,  le  premier 
membre  de  notre  égalité  deviendra 

yy][Ti*i(G',  — G1)  +  ?,#.(G;-G.)-/.(G't-GI)-/I(G'1-G1)]rf«rfy 

+  /        [?i&(— Gi)  +  <p,&(—  G,)  —  /,G,—  ftGi]dxdy 


(©-c 


d(G',  — G,) 


-f\<»i\lh-  -ds  —  nd(G',  —  G,) 

Je\'    L  On 


h,  —  — ds  —  n  d{ —  G2 


<?(G'2  — Ga) 
on 


h  -+-  Y)  d(G\ 


-m-  *. 


Ûds  +  rld(-Gt)~\ 


ds  —  n  d( —  G2) 


h, 


on 

0(-G.) 
an 


ds 


■  urf(- G,)]) 


et  le  second  membre  s'obtiendra  en  y  changeant  G'  en  G",  C  en  C". 
On  aperçoit  immédiatement  les  simplifications  : 

i°  Il  ne  reste  dans  les  intégrales  doubles  que  les  termes  indépen- 
dants de  :p,  et  cp2,  puisque  G,  G',  G"  sont  solutions  de  nos  équations 
sans  second  membre; 

2°  La  deuxième  intégrale  de  ligne  se  retranche  de  la  première; 

3°  Les  termes  indépendants  de  G',  G",  C'  et  C"  se  détruisent  dans 
les  deux  membres. 

Pour  que  nos  intégrales  de  ligne  aient  un  sens,  il  faut  évidemment 
supposer  que  les  deux  circonférences  considérées  C  et  C"  ne  font  pas 
partie  de  l'ensemble  de  points  en  lesquels  nos  fonctions  <p,  et  opa  n'ont 
pas  été  définies. 

Avec  cette  restriction,  nous  arrivons  finalement  à  la  relation  sui- 
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vante  : 


Donc  l'expression 


-//(/> G'>  +  /2Gi)  «**  rf/  -/  [?«  (*»  ^r  -  *>  ^r)  +  ?»  (*« 


^g;       <jg'. 

-r^+ïl-r1 


rf* 


est  indépendante  du  cercle  C  et  ne  dépend  que  de  la  position  du 
point  \,  Y)  par  rapport  à  C. 

Si  (£,  Y))  est  intérieur  à  C  et  ne  fait  pas  partie  d'un  certain 
ensemble,  de  mesure  superficielle  nulle,  précédemment  défini,  l'ex- 
pression précédente  tend  vers  la  valeur  de 

2TT[/*1(cp1-t-?2)] 

au  point  (ç,  yj)  comme  on  le  voit  immédiatement  en  entourant  le 
point  (£,  Y])  d'un  petit  cercle  dont  on  fait  tendre  le  rayon  vers  zéro, 
suivant  la  méthode  déjà  employée. 

Donc  nos  fonctions  minimisantes  satisfont  en  général  à  la  même 
relation  que  la  solution  même  du  problème  :  il  ne  peut  y  avoir  excep- 
tion que  le  long  de  circonférences  formant  au  plus  un  ensemble  de 
mesure  superficielle  nulle. 

Conclusion.  —  Après  ce  très  bref  exposé  de  la  théorie,  qui  suffit 
à  faire  entrevoir  la  complexité  du  problème  que  nous  nous  sommes 
posé,  on  est  en  droit  de  se  demander  si  le  calcul  peut  aboutir  à  des 
résultats  pratiques  intéressants.  Kn  d'autres  termes,  les  méthodes  que 
nous  avons  employées  permettront-elles  de  retrouver  des  cas  particu- 
liers déjà  connus?  La  méthode  de  Fredholm  semble  devoir  conduire 
à  des  calculs  presque  inextricables;  et  la  méthode  de  lîiiz,  dans  le  cas 
général,  présente  de  grosses  difficultés  pratiques,  si  Ton  veut  rester 
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rigoureux,  mais  pourrait  se  simplifier  notablement  dans  bien  des  cas 
particuliers. 

Enfin,  on  dira  peut-être  que  toutes  ces  théories  excluent  le  seul  cas 
pratique  intéressant  :  le  cas  de  résonance.  Cette  objection  n'est  pas 
valable,  car,  dans  la  nature,  le  frottement  n'est  jamais  nul;  et  s'il  y  a 
frottement,  l'oscillation  propre  sera  nécessairement  amortie  :  sa 
période  X  comprendra  donc  une  partie  réelle  qui  ne  pourra  jamais 
devenir  égale  à  la  période  essentiellement  imaginaire  de  la  force  per- 
turbatrice considérée. 
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Quelques  théorèmes  concernant  la  relation  entre  les 
zéros  d'un  polynôme  et  ceux  d'un  polynôme  de 
degré  inférieur; 

Par   R.  GOAGGRVP, 

Docteur  es  Sciences,  à  Amsterdam. 


Plusieurs  savants  ont  tâché  d'étendre  le  théorème  de  Rolle  aux 
racines  imaginaires  des  équations.  L'extension  de  Liouville  date  de 
l'an  1864  {Journal  de  Mathématiques,  t.  IX,  p.  84).  Elle  donne  une 
relation  intéressante  entre  les  zéros  complexes  de  /(:•)  et  de  f\z  ); 
aussi  dans  la  démonstration  la  griffe  du  lion  se  manifeste.  Pourtant 
le  théorème  exige  l'étude  des  courbes  Q  =  o,  qui  sont  en  général  du 
même  degré  que  f(z)  (');  en  outre  il  faut  admettre  que  deux  zéros 
def(z)  peuvent  être  liés  par  une  telle  courbe  d'un  lirait  continu.  Mais 
ces  courbes  Q  =  o  sont  en  général  de  nature  hyperbolique,  de  sorte 
que  le  trait  continu  est  souvent  impossible;  par  conséquent  l'applica- 
tion pratique  du  théorème  devient  illusoire. 

En  1902,  M.  Ch.-J.  de  la  Vallée-Poussin  (-)  a  attaqué  le  problème 
de  nouveau  par  des  courbes,  c'est-à-dire  par  des  cassinoïdes, 
modf(z)  =  a,  et  des  trajectoires,  argf(z)  —  0. 

Le  résultat  principal  de  ses  recherches  est  le  théorème  que  voici  : 

La  trajectoire  qui  réunit  deux  racines  consécutives  d'une  équa- 
tion passe  au  moins  par  une  racine  tic  lu  dérivée. 


(')  Quand  tous  les  coefficients  de  f(z)  sonl  réels,  Q=o  se  déconi|>o>c  en 
l'axe  de:   \  et  une  courbe  du  (n —  i)icme  c] egrê.  . 
,    Walhesis,  3'  série,  t.  II,  1902,  supplément. 

Joui  n.  ,/r    \fath.  i  ■;■  série),  tome   1.  —   Fasc.  t\  .    i  .  I   ' 
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La  trajectoire  qui  réunit  deux  racines  quelconques  d' une  équa- 
tion passe  au  moins  par  une  racine  de  la  dérivée  et  au  moins  par 
autant  d'autres  racines  en  plus  que  de  racines  intermédiaires  de 
l'équation. 

Dans  le  cas  où  une  équation  a  ses  coefficients  réels  et  possède  des 
racines  réelles,  la  trajectoire  qui  réunit  ces  racines  réelles  nest 
autre  chose  que  l'axe  réel  et  le  théorème  se  réduit  au  théorème  de 
Rolle. 

Du  point  de  vue  pratique  ce  théorème  a  les  mêmes  défauts  que 
celui  de  Liouville  :  l'étude  des  courbes  arg/(s)  —  6  est  incompatible 
avec  des  applications  simples. 

C'est  à  Félix  Lucas  (  '  )  qu'on  doit  un  troisième  théorème  qui  a  fait 
quelque  éclat.  Voici  ce  théorème  : 

Dans  tout  contour  convexe  qui  enferme  tous  les  zéros  de  f(z)  se 
trouvent  aussi  tous  les  zéros  de  f'(z). 

La  démonstration  de  F.  Lucas  est  assez  prolixe;  lui  aussi  se  sert  de 
deux  systèmes  de  courbes  qu'il  appelle  cassinoïdes  et  slelloïdes  et  qui 
reviennent  aux  courbes  mod f(z)  =  a  et  argy(-)  =  0  employées 
i3  ans  après  par  M.  de  la  Vallée-Poussin. 

Outre  ces  systèmes  de  courbes  orthogonales  F.  Lucas  introduit 
encore  quelques  notations  analytiques  empruntées  de  la  Mécanique. 
Aux  points  différents  d'un  groupe  M  il  accorde  l'unité  de  masse;  il 
suppose  que  ces  points  repoussent  un  point  arbitraire  P  avec  des  forces 
qui  sont  en  raison  inverse  de  leurs  distances  à  ce  point.  La  résultante 
de  ces  forces  reçoit  le  nom  d'action  algébrique  du  groupe  sur  ce 
point;  cette  action  possède  un  potentiel,  etc.  Il  me  paraît  étrange 
d'introduire  dans  l'Analyse  des  notations  et  des  raisonnements  méca- 
niques. C'est  pour  ainsi  dire  le  monde  renversé.  Au  contraire,  rien  de 
plus  naturel  que  d'employer  dans  les  Mathématiques  appliquées 
!  Mécanique,  Physique  mathématique,  etc.)  les  raisonnements  de 
l'Analyse,  parrxi-mple  de  l'analyse  des  vecteurs,  sœur  jumelle  de  la 
théorie  des  fonctions  de  quantités  complexes. 

Géométrie  des  polynômes  {Journal  de  l'École  Polytechnique.  46e  Cahier, 
.879). 
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Dans  les  pages  suivantes  j'expose  une  démonstration  très  simple  et 
purement  analytique  d'un  théorème  dont  découle  immédiatement 
celui  de  Lucas.  J'y  ajoute  un  théorème  équivalent  concernant  une 
autre  fonction  du  (n  —  i)ième  degré,  méconnue  jusqu'à  présent,  mais 
tout  aussi  digne  de  remarque  que  la  dérivée.  De  ces  théorèmes  je 
tirerai  quelques  conséquences. 

Lemme  1.  —  Un  ensemble  de  points  séparés,  situés  dans  un  même 
plan  et  dont  aucun  ne  s'éloigne  à  l'infini,  s'arrange  toujours  de  manière 
que  quelques-uns  de  ces  points  occupent  les  sommets  d'un  polygone 


Fis;,  i. 


convexe  à  l'intérieur  duquel  se  trouvent  les  autres.  Ce  polygone  nous 
l'appellerons  polygone  limite  (  fig.  i). 

Lemme  II.  —  Par  un  point  qui  se  trouve  à  V extérieur  d'un  poly- 
gone convexe  on  peut  toujours  mener  une  droite  infinie,  qui  ne  ren- 
contre la  circonférence  nulle  part  (qui  reste  toute  en  dehors  du  poly- 
gone) {Jig.  i). 

Théorème  I.  iucun  des  zéros  de  la  dérivée  f(s)  il  un  poly- 

gone /'(  "  )  ne  peut  se  trouver  en  dehorsdu  polygone  limite  des  zéros 
def{z). 

Démonstration.  —  Supposons  d'abord  que  f(z)  ne  possède  pas  de 
zéros  multiples.  (Mous  verrons  après  que  ce  théorème  renferme  ce 
cas.)  Mors  les  zéros  de  f(z)  sont  en   même  temps   les  racines   de 
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/'(=) 

/(*) 


Soit  Z  une  de  ces  racines  et  supposons  qu'elle  soit  située  en  dehors 
du  polygone  limite  des  zéros  def(z). 
Alors  il  faut  que 

,  ii  i 


Transportez  l'origine  à  Ç;  faites  tourner  le  système  autour  de  ce 
point  j  usqu'à  ce  que  l'axe  des  X  (ou  l'axe  des  Y)  tombe  tout  en  dehors 
du  polygone  limite  des  zéros  de  f(z).  Soit  l'angle  de  rotation  =  0. 


Fis;.  2. 


1 

y* 
\     !       /                              ■*■* 

~^Yt 

1    ° 

/           • 
/              • 

*  \    \ 

*i 

xt                      \ 

Regardez  d'abord  an  point  arbitraire  z.  Par  rapport  au  nouveau 
système  nous  l'appellerons  s'.  Alors  mod(z  —  Ç)  deviendra  modz'; 
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mais 

arg(;  —  Ç)         sera         args'+tf, 
de  sorte  que 

s  —  Ç  =  ~V9  ou  ^Ç  +  ^V'''. 

Par  cette  transformation  nous  aurons  donc 
Par  conséquent  (i)  se  transforme  en 


„« 


24 


Le  calcul  du  premier  membre  de  cette  équation  revient  à  la  compo- 
sition des  n  vecteurs  —  ■  Chacun  d'eux  est  situé  symétriquement  avec 

un  vecteur  z'k  par  rapport  à  l'axe  des  X  (les  modules  ont  des  valeurs 
réciproques).  Or,  si  le  polygone  limite  est  situé  tout  d'un  côté  de 

l'axe  des  X,  alors  tous  les  vecteurs  ~  se  trouveront  de  l'autre  côté 
de  cet  axe.  Les  composantes  Yy,  s'étendront  toutes  le  long  de  la  partie 
positive  (ou  négative)  de  l'axe  des  Y.  Jamais  la  somme  de  ces  V,. 
ne  s'annulera;  par  conséquent  le  vecteur  ^^  ne  s'annulera  pas  non 

plus,  car  pour  cela  il  est  indispensable  qu'à  la  fois  SV,  =  o  et 
SVy  =  o. 

Il  s'ensuit  immédiatement  qu'il  est  impossible  que  'C  se  trouve  en 
dehors  du  polygone  limite  de  f(z). 

Le  théorème  renferme  le  cas  des  zéros  multiples;  on  sait  qu'un 
zéro  de  multiplicité/?  de  f(z)  est  un  zéro  de  multiplicité/?—  î  de  la 
dérivée.  Les/?  — i  racines  égales  de/'(^)  sont  représentées  par  le  même 
point  que  les/?  racines  multiples  de/(^). 

Le  théorème  deF.  Lucas  en  est  une  conséquence  immédiale  :  quand 
les  zéros  de/ (s)  sont  enfermés  tous  dans  le  polygone  limite  de  /(  s  ), 
ou  bien  dans  les  sommets  de  celui-ci,  ils  se  trouvent  à  plus  forte  raison 
dans  un  contour  convexe,  qui  entoure  ce  polygone. 

Maintenant,  appelons  un  zéro  plus  grand  qu'un  autre,  quand  son 

module  surpasse  celui  du  second.  Alors  du  théorème  I  découle  comme 

corollaire  : 
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Théorème  II.  —  Le  module  du  zéro  maximum  de  la  dérivée  d'un 
polynôme  ne  peut  pas  surpasser  celui  du  zéro  maximum  du  poly- 


nôme. 


En  effet,  soit  z„  le  zéro  maximum  def(z).  Alors  O-,,  surpasse  tous 
les  autres  modules  0zn  0z2,  etc. 

Un  cercle  décrit  du  point  O  avec  le  rayon  0-„  embrasse  tout  le 


Fis-  3. 


polygone  limite  de/(-)  à  l'exception  du  sommet  z„  qui  est  située  sur 
sa  circonférence.  Quand  snest  multiple,  un  zéro  simple  ou  multiple  de 
/'(-)  tombe  sur  ce  point  et  possède  le  même  module  que  celui-ci; 
autrement  tous  les  zéros  de/'(r)  sont  situés  à  l'intérieur  du  cercle  et 
par  conséquent  leurs  modules  sont  moindres  que  celui  de  z,t. 
Ace  théorème  nous  rattacherons  le  suivant  : 

TnÉORÈME  III.  —  Le  module  du  zéro  minimum  d'un  polynôme 
f\  z)  du  degré  n  n<-  peut  pas  surpasser  celui  du  zéro  minimum  de 
nf{z)-zf(z). 

Démonstration.  —  <  )n  peut  obtenir  l'équation  rif(z)  —  zf(z)  =o 
de  la  manière  suivante  : 

Formez  la  transformée  en  -  de  l'équation  /(z)  =  o;  elle  peut  être 
représentée  par 

(2)  8-/(1)  =  0. 


RELATIONS  ENTRE  LES  ZEROS  DE  POLYNOMES. 

Formez  la  dérivée  de  celle-ci 


^/'(T^-i  +  '^-'/m 
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(3) 

Transformez  cette  dernière  équation  [du  (n  —  i)ieme  degré]  encore 
une  fois  en  remplaçant  z  par  -;  il  vient 


-J'(  =  ) 


FT/W]  =  « 


ou 

(4) 


!/'(«)+«/(*)  =0. 


L'équation  (2)  possède  les  racines—)  -,  ••■,—,  desquelles  -  a  le 
module  maximum  (  '  ). 

Appelons  les  racines  de  (3)  '(',,  Ç'2,  ••  •  >  C„_,- 
Alors  nous  aurons 


(5) 


-«  1 


Ensuite  -, —  devient  la  racine  minimum  de  (  1  ). 
De  (5)  il  s'ensuit  alors 

ou  bien 

I-. M  -:,■ 


C.   Q>.   F.   D.   (J). 


Le  cas  |z,|  =  |^,|  se  présente,  quand  /(s)  a  fies  zéros  multiples; 
alors  /(-)  et  /'(-)  el  Par  conséquent  />/(  z)  —  zf(z)  s'annulent  à 
La  lois. 

Pour  l'équation  n/(z) —  zf'(z)  =0  nous  proposons  le  nom  de 
réduite;  comme  la  dérivée  elle  est  du  (//  1  Y'""' degré;  elle  a  des 
rapports  analogues  avec  /{z)  =  o. 

lii'inarquons  que  cette  réduite   peut  se    mettre    sous   des   formes 


1  1  Nous  supposons  les  zéro*  ^ordonnés  par  rapport  aux  modules  croissanls. 

(-)  £/,  sont,  les  zéros  de  "/(-)  —  :/'(z). 
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remarquables.  De  n/(z)  —  zf'(z)  =  o  on  tire 


(6)  _^i_  +  _J^_  4- .  .  .  +  _2i_  =  o. 

En  posanl 

/(  z)  =  a0  s"  -h  a,  zB-1  +...+•  a„^i  z  -+-  «„  =  o, 
on  trouve 

(7)  nf(z)-z/'(z) 

=  a1za~1-i-  2«2;''-!+  3«3c"-3  +  .  .  .+  (h-i)s„_,;+  nan—o. 

Pour  la  réduite  d'un  polynôme  /(-)  nous  pouvons  énoncer  un 
théorème  comparable  à  celui  de  F.  Lucas  concernant  la  dérivée  : 

Théorème  IV.  —  Quand  tous  les  zéros  du  polynôme  f(z)  sont 
situés  en  dehors  d'un  cercle,  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec 
un  rayon  R,  alors  tous  les  zéros  de  nf(z)  —  -■/'('■)  se  trouvent  aussi 
en  dehors  du  même  cercle. 


Démonstration.  —  La  transformée  en  -aura  les  zéros  —  )  —,  •■  •>  — 

s  zt     z»  zn 

Quand  z{,  z...  . . . ,  zn  sont  situés  tous  en  dehors  du  cercle  de  rayon  R, 

alors  —  )  — >  •••>  —  se  trouvent  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  =■• 

Zl     Zi  zn  n 

Formez  maintenant  la  dérivée.  Les  zéros  en  sont  situés  tous  à  l'inté- 
rieur du  même  cercle.  Formez  enfin  la  transformée  de  cette  dérivée 

en  -  :  tous  les  zéros  de  celle-ci  se  trouveront  en  dehors  du  cercle  de 

rayon  R. 

Les  théorèmes  précédents  fournissent  des  limites  pour  les  modules 
des  zéros  '<>mplexes  des  polynômes.  Le  théorème  I  donne  une  limite 
inférieure  pour  le  module  du  zéro  maximum,  le  théorème  III  procure 
une  limite  supérieure  pour  le  module  du  zéro  minimum;  car  on  peut 
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continuer  aisément  la  dérivation  ou  la  réduction  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
obtenu  une  équation  carrée  ou  linéaire. 
Posons 

f(z)  =«,:«+  a13»-'  +  a2s"-!  +  ..  .  +  a„_,s  -+-  an=o. 

On  trouve 

y.;„-2)(;)  =  n{n  —  i)...3a0zi+(n  —  i)...2alz-h(n  —  2)...ias; 
/'"-')(  =  )  =  n{n  —  i)...2a0s  -+-  (n  —  i)  (n  —  a). .  .ia,. 

Quant  aux  réduites  successives  on  a 

/„_2(s)  =  (n— a)(n  —  3)...i.an_2s2+  («.  —  i)  (/i— a)... 2 «„_,-  +  /<(«  —  1).. .3 «„; 
/„_,  (s)  =  (n—  i)(«—  2  )...!.«„_,;  +n(n  —  i)..  .,,/„. 

On  en  déduit  aisément 


a 


/»  (  M   —  I  )  |  «„  | 


n 
n  I  a„ 


a» 


Il  y  a  plus  :  parce  que  le  produit  de  tous  les  modules  de  s,,  s2, 
il  est  évident  que 


est  égal  a 


=•'^1 


V  I  «0 1 


A  l'aide  des  dérivées  consécutives  on  trouve  en  général 


I-    I     ".V         k(k-i)...i\a„_k\ 
-1=    V  «(«-!)... (rt-*  +  i)|a,| 

Les. réduites  procurent  l'inégalité 


.     |       "     '■/"{"■—  l)...(W  —  />■+!)  |ff„| 

"      V"         k{k  —  i)...x\ak\ 


Pour  des  applications  pratiques  on  peut  choisir  la  valeur  de  h   la 
plus  favorable. 

Journ.de    Math.  (7*  série),  tomi    1  Faac    IV,  iui5.  |(l 
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Par  rapport  aux  racines  réelles  la  réduite  possède  une  propriété 
remarquable. 

Théorème  "V  .  —  Entre  deux  racines  consécutives  réelles  et  de  même 
signe  d  une  équation  algébrique  se  trouve  toujours  une  racine  réelle 
de  la  réduite. 


démonstration.  —  Soit 

=  /'(=>        n_       *                             s* 

sk+\ 

/(*}          *-*-*<    '   •••   '     Z-Sk    '    z 

z#-t-l 

'osez  d'abord  z  =  zk  4-  A;  alors 

'■'.            ~i, 

S  -  5*    ~      +  A 

Mettez  ensuite  ;  =  ;/i+l  —  A;  alors 


On  peut  toujours  eboisir  A  assez  petit  pour  que  les  termes  consi- 
dérés déterminent  le  signe  du  premier  membre  de  l'équation. 

Or  on  voit  que,  quand  zk  et  zk+{  ont  le  même  signe,  les  expressions 

p-r  et  :~^  seront  de  signes  contraires.  Quand  zk  et  zA+l  sont  des 

z  f  (  -) 
racines  consécutives  de  f(z),   la  fonction    J,        —  n  reste  continue 

entre  ces  deux  valeurs  de  z;  par  conséquent  elle  passera  par  zéro 
entre  zk  et  zk+l. 

Remarque  I.  —  Par  la  transformation  z  =  \/z',  ou  z*  =  z-,  on 
obtient  une  équation  du  même  degré  dont  toutes  les  racines  sont  les 
carrés  de  celles  de/(s);  les  racines  réelles  de  cette  transformée  seront 
toutes  positives  et  par  conséquent  de  même  signe  [abstraction  faite 
de    racines  particulières  def(z)  de  la  forme  ki\. 

I  »■■  cette  considération  découle  : 

I  in.Mi.i.Mi.  VI.   —    Entre  deux  racines  consécutives  réelles  de  la 
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transformée  en  z'1  d'une  équation  algébrique  se  trouvent  en  général 
deux  racines  réelles,  l'une  de  la  dérivée,  Vautre  de  la  réduite. 

Remarque  11.  —  Après  un  nombre  très  limité  de  transformations 
z2  =  z'  on  obtient  une  équation  finale,  F(s)  =  o,  dans  laquelle 
deux  racines  de  modules  différents  de  /(-)  =  o  se  sont  transformées 
en  deux  autres  à1  ordres  (')  différents,  c'est-à-dire  dont  on  peut 
négliger  la  plus  petite  par  rapport  à  l'autre  (entre  les  limites  fixées  du 
calcul).  Pour  cette  équation  finale  nous  pouvons  énoncer  : 

Théorème  VII.  —  Entre  deux  racines  simples,  consécutives,  réelles 
ou  complexes  de  l'équation  finale  d'une  équation  algébrique  se 
trouvent  toujours  et  une  racine  de  la  dé' rivée  et  une  autre  de  la 
réduite  {de  cette  équation  finale'). 

Démonstration.  -  -  Soit  F(Z)  =  o  l'équation  finale  de ,/(-)  =  o. 
Considérons  : 

ZF'(Z)  Z  7.  7. 

(8)  F/-7,       -    ~1 7--+- 


F(Z)      "Z  —  Z,    Z  — Z,,       Z  — Z,,+I    Z  —  Z„ 

Quand  Z/,+l  et  zk  étaient  de  modules  différents,  alors  ZA_,  et  Zk  (2) 
seront  d'ordres  différents;  la  même  relation  existera  entre  Zk_p  et  ZA.; 
entre  ZA  et  ZA+?;  à  plus  forte  raison  entre  ZA_p  et  Zi+f. 

Posez 


; Z/,-,  d'où  Z   —  Z/,.:= — . 


k 


Alors 

Ensuite 
lira 


z  / 

=  —  k  -t-  i . 


Z  -  Z, 


*     "'         ,.         /•     z;,+. 


Z  —  Z/,  , ,,  '■-',        v  /«'  —  i      Z/ 

— T — ^/.  —  *<*h  -,,  — 7 —  y ■  —  ' 

(')  Méthode  de  Graeffe;  uoi>,  par  exemple,  E.  Carvallo,  Méthode  pratique 
pour  la  résolution  numérique  complète  des  équations  algébriques  ou  trans- 
cendantes,- B.  GoNGflRÏP,  Benadering  van  Nulpunten  en  Oneindigheidspunten. 

(!)  Et  à  plus  forte  raison  Z/  ,  el  //.  ,.;  nous  supposons  toujours  les  /.,.  '/..,  etc. 
ord ;s  par  rapport  aux  modules  croissants. 
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Au  contraire 

*-'z 

•'m  ^ = r=lim  - — ■ =  lnn ; =  i. 

A    A/,-,,  "     I    r,  rj  '>'  A/,    -p 

z 

Alors  il  y  aura  A"  —  i  termes  précédant  „  _J„    qui  tendent  vers 

l'unité,  tandis  que  ceux  qui  suivent  après  ce  terme  s'annulent.  Par 
conséquent  la  valeur  du  premier  membre  de  (8)  est  en  effet  égale  à 
zéro,  quand  on  prend 

A  —  -. A/, . 

Or,  quant  au  module  de  cette  expression,  on  a  évidemment 
|Z^,|<^i|Zft|<|Z*|. 

Le  facteur  — j — étant  réel,  l'argument  de  '  Zk  sera  évidem- 
ment égal  à  argZA,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  arg  (ZA  —  ZA_,)  ('). 

Par  conséquent  la  racine  en  question  de  la  dérivée,  que  nous  appel- 
lerons 'Çk_{,  est  située  sur  la  droite  passant  par  ZA_,  et  ZA.. 

Regardons  maintenant  la  réduite  ou  plutôt 


_L_  _L. 


Zk  Zt 


z  -  z,  z  -  z,,      z  -  z/+,  Z  -  z„ 

l'osons 


Ensuite 


«  — A--f-i                                    ZA 
Z= ; — /,/,,  don  = =-  =  n  —  k. 

«  —  /,  A  —  A/,. 


Z/,_,j 


i:_  '■/-/!  i-  '■/,      n  ,  •  Z/( 

1 1 m  - =i =  uni ; - =  lim  — 


Z  -  Zk_p  n  —  k  +  i  /;  —  k  -+-  i        /.,,    ,, 

-, '-'!;  —  A/,._„ - 

Au  contraire 

=  li m    ; =  Il III 


Z  —  Z/c+p  n  —  k  ■+■  i  „  n  —  k  -+- 1     Z/. 

-, A/,.  —  A/,.+/) - 1 

n  —  k  n  —  k      Zk+I, 

(')  L'ordre  de  Z/,  est  supposé  supérieur  à  celui  de  ;/,_,. 
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On  voit  qu'il  y  aura  k  —  i  termes  qui  tendent  vers  zéro  et  //  —  k 
autres  qui  tendent  vers  —  i,  tandis  qu'un  seul  d'entre  eux  est  égal 
à  n  —  k  ;  alors  les  n  termes  s'annulent  ensemble. 

Par  conséquent  les  n  —  i  racines  de  la  réduite  seront 

_  n  -  /,  -+-  i 

W.-  —   7 '■'I.  ■ 

Il   /. 

Il  est  aisé  de  voir  que  ces  racines  sont  situées  également  sur  les 
droites  qui  lient  les  couples  de  racines  consécutives  de  F(Z)  =  o. 
Seulement  une  racine  de  la  réduite  se  trouve  dans  le  voisinage  de  la 
plus  petite,  tandis  qu'une  racine  de  la  dérivée  est  toujours  située 
auprès  de  la  plus  grande  racine  d'un  tel  couple. 

Il  va  sans  dire  qu'à  la  rigueur  ces  propriétés  n'appartiennent  qu'à 
V équation  finale  d'une  équation  algébrique.  Cependant,  rappelons 
qu'en  général,  après  un  nombre  très  limité  de  transformations 
z-  =  z'  (  '  ),  l'état  final  est  réalisé  entre  les  limites  fixées  du  calcul. 

Il  s'ensuit  : 

Après  un  nombre  très  limité  de  transformations  z2  =  z* ,  toute  équa- 
tion algébrique  se  transforme  en  une  autre,  dont  deux  racines  consé- 
cutives comprennent  entre  elles  toujours  une  racine  de  la  dérivée 
aussi  bien  qu'une  racine  de  la  réduite;  ces  racines  intermédiaires  de 
f  (z)  et  de  /,  ( z)  se  trouvent  approximativement  sur  la  droite  qui  lie 
les  deux  zéros  consécutifs  de /("). 

C'est  ainsi  que  les  propriétés  de  la  dérivée  et  de  la  réduite  des  poly- 
nômes à  zéros  réels  paraissent  les  limites  vers  lesquelles  tendent  les 
propriétés  des  polynômes  plus  généraux  à  zéros  complexes. 

Remarque.  —  Il  est  aisé  de  démontrer  que  le  dernier  théorème 
renferme  le  cas  où  ZA.  et  ZA+(  ou  bien  Z/i+p  seraient  de  modules  égaux, 
mais  d'arguments  différents. 

(')  Ou  bien  après  la  transformation  z'1  —  Z,  le  nombre/)  étant  supposé  shHÏ- 
samment  élevé. 
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Sur    le    développement    des   intégrales 
du  problème  des  trois  corps. 

(PREMIÈRE    PARTIE.) 

Par    K.    BOHL1IV. 


Arrivé  à  l'achèvement  des  recherches  poursuivies  dans  plusieurs 
Mémoires  et  Notes  insérés  dans  les  Annales  de  l  Observatoire  et  dans 
les  Archives  de  l'Académie  des  Sciences  ('),  il  me  sera  permis  de 
donner,  dans  les  pages  suivantes,  quelques  renseignements,  d'une  part 
sur  l'orbite  de  v.  Hserdtl,  soigneusement  recalculée  par  M.  S.  Thye,  et, 
d'autre  part,  sur  la  manière  de  déduire  de  l'orbite  ainsi  déterminée  les 
expressions  analytiques  qui  font  représenter  le  mouvement  dans  le 
problème  des  trois  corps  dont  il  s'agit. 

1.  On  sait  qu'il  s'agit,  dans  le  problème  considéré,  du  mouvement 
d'un  corps  C  de  masse  nulle,  attiré  par  deux  autres  corps  A,  B,  dont 
chacun  décrit  autour  de  l'autre  une  orbite  circulaire.  En  prenant  pour 
origine  des  coordonnées  le  centre  de  gravité  des  corps  A  et  B,  et  en 
désignant  par  r  le  rayon  vecteur  du  corps  C  et  par  v  la  longitude  du 
rayon  vecteur  r  par  rapport  à  la  situation  de  la  ligne  AB  à  l'origine 
du  mouvement,  par  x-,  y  les  coordonnées  rectilignes  correspon- 
dantes, par  w  la  longitude  du  rayon  vecteur  AB(r,  =  i)  par  rapporta 


(')  Voir  en  particulier  :  Développement  des  intégrales  du  problème  des 
trois  corps [Arkiv  for  Math.Astron.  PhysiL.  Vet  t/cad.  Stockholm.  Première 
Partie  :  Bd.  VIII,  n°  35.  Deuxième  Partie  :  Bd.  IV,  n"  23.  Troisième  Partie  : 
Bd.  IV  n"  :!'i.  Quatrième  Partie  :  Bd.  X,  n°  8.  Cinquième  l'.niie  :  Bd.  X,  n°26. 
Sixième  Partie,  Bd.  X,  n"  33). 
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la  même  direction  initiale,  M.  Thye  a  calculé  les  valeurs  de  ces  coor- 
données, s'accordant,  en  effet,  au  moins  à  cinq  décimales,  avec  le 
calcul  de  v.  Hferdtl  (').  Voici  le  Tableau  des  valeurs  obtenues  par 
M.  Tliye.  L'unité  du  temps  fut  choisie  de  manière  que  (2) 


2,5 


2, a 


PC. 

ii 

0,0 

2,5 

5,o 

:•  > 

[0,0 
[2,5 

i5,o 

.;:5 

•.,,(, 

25,  o 

27,5 
3o,o 

.  >    j 
35,o 

io,o 

i    ':    • 

Î5  ,o 

i".'' 
io,o 

lin.  i. 


".     II.     0,00 

3.44.57,0] 

7.29.36,17 

I I . l3.39,89 

1  ; .  56. 5i,i  'i 
is.  18.53  66 
•2. 19.32,23 
»5.5S. 

29.  ;"'.4'.,77 
33. 10.  5o,  7-j 
Sli.  43.4"  11 
jo.  14  ■  '  i  ,66 
,•3.42.  13,87 
47-  8.12,69 
5o.3i . 16, 58 
53 . 5i . 43 , 4 2 
",-.  9.32  6.1 
60  'i.44,7> 
63.37  .21  ,i»i 
66.  (7.26,32 

."i.  . ..   ■.-  ; 

..     <>.  16, Ol 

76.  i. 12, i3 

-m.   ;.">:.;'.) 

,   ..      2.40     I'  ! 

H4.59.  BS.,97 


Table  I. 

]oii  r. 

o,3oio3oo 
3oioj 1 i 
3oi0755 
'm  1  1 3i  j 
3012073 

'•i;  I   >0I2 

3oi  iogG 
'.1  h  3  >S5 
3oi65  iii 
"m  177  Ji 
3oi888i 
3019822 
3o2ii  [65 
3o2o68  "1 

lo2o34o 

101927  i 
3oi 

"H  j  '69 
3oog  1 

loo  1087 
96484 
29S1 

,,;.", 
"11  ' 

ci.  ■■, 


+2,0000000 

+1,9957721 

9831276 

9621797 

g  I  1 1 1  îo 
8961830 
8516979 
8000234 
; i i J675 
6767705 
6061006 
53oo438 
1  Î9°952 
363 7 56 1 
1,745265 
1819023 
0863700 

8884862 
7S70572 
6S  15668 
5814490 
[781280 
1710228 
27  •  .  ■  ■ 
-1-0, 171  [oji 


+0 ,  0000000 
1307808 
2608507 
3895o97 
5160796 
6399.38 
7604041 
8769888 
+0,9891556 
+  1,096  ji  (  - 
198448'. 
2g48i5i 
iSJJ^og 
4694711 
"'  i 7^943 
GlS54oi 
6830741 
740794  • 
79 1 6250 
8355i  i  j 
8724317 
9023627 
92 '1 
9412705 

9502 

1  .cji .  ;  io5 


(')  E.  v.  Il  midi  1..  Skizzen  zu  einem  speciellen  Faite  des  Problems  der  drei 
Kôrper  1  Ibh.  d.  bayer.  Ikad.  d.  Wissensch.  II.  Clause.  Bd.  XVII. 
III.  \l,ili.  Munchen,  1890).  I>< n -  le  Mémoire  de  v.  Haerdtl,  les  coordonnées  x, y 
1  m  enl  désignées  par  ;r0,       1  loc.  <  il ■■  p.   [5 

t  =  o  correspond  .1  h       0  el  l      <i ■'■      .1  w  =  1190,3700. 
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Table  I  (suite). 


Ioït. 


65,o 

87.54.31,70 

0,2897715 

-t-0,0711 127 

-H I,94752og 

«7,5 

90.47.58.  ig 

2869078 

— 0,02701 58 

9358226 

70,0 

93.39.59,24 

2835779 

1228586 

9 I729 12 

72,5 

96.30.45,00 

2797250 

2i5g8o5 

8919668 

75,o 

99.20.26,64 

2752839 

3o5g263 

85g8885 

77,5 

1 02 .  9 . 1 5 , 4 1 

270179  ; 

3922147 

8210987 

80,0 

104.57.23,08 

2643234 

4743344 

775642g 

82,5 

107.45.  o,36 

25761 19 

5517227 

7235708 

85,o 

1 10.32. 18,28 

2499197 

6237C17S 

664g3go 

87,5 

1 1 3. 19.25,50 

2410947 

6897774 

5998192 

90,0 

116.  6.28,12 

2309486 

7489660 

5283025 

92,5 

118. 53.26,70 

2192449 

8004217 

4  5o j 1  i  7 

g5,o 

121 .40. 12,45 

2o568o3 

843o683 

3666371 

96,25 

123.  3.23,  18 

1 98081 1 

8606922 

322  ig5g 

97,5o 

124.26. 19,00 

1898589 

8756064 

2769447 

9s,7-> 

1 25. 48. 5 1 ,55 

'  1809431 

8876016 

2J00419 

1 00 , 0 

1*7. 10.49,0.1 

17 125 12 

89644 11 

1818619 

101  ,25 

128 . 3 1 . 54 , 80 

1606862 

9018607 

i325ooo 

IO>.  ,  JO 

129. 5i .45,49 

1 49 1 33 1 

go3 >5g5 

0820782 

103,75 

1  ;  1 .  9.48,06 

136455; 

901 ig52 

+  1 ,0307567 

1 0 5 , 00 

i3< .2 5.  i5,5i 

1224912 

8g  4  >  7  5  6 

+0,9787464 

iofi.25 

[33.37.  0,59 

1070451 

8826  io  ; 

9 ■■<■>  W.go 

107,50 

I  1  î . 43.25 .S  ! 

08988",- 

8655oo4 

87 !SS4a 

108,75 

1 35 .  J2.  8, 14 

0707404 

8423328 

8219334 

1 10,00 

1 36. 29. 34 ,33 

0492982 

8i24733 

7712008 

1 10,625 

[36.47-29, 14 

057(112") 

79i8o56 

7  105937 

I  [  I  ,  9.5o 

1  i 7 .  o.23,83 

02523o5 

77">i838 

7227032 

III  ,87) 

I 37.  7.  1  I  ,  >2 

0,0121188 

7535i  i > 

6997228 

II'.  JOO 

IJ7.  6.29,92 

9,9982564 

7297062 

67788-9 

II),  125 

[36. 56.39,52 

9836434 

7.1  (6827 

6574747 

1  1  '',7  '"> 

1  36.  3  1 .  38  ,65 

9683159 

6753SS; 

6388i  56 

11.4,375 

1.36.  1 .  3,29 

■  1  i  !  ,('17.1 

6 1  1807 1 

622  !oo6 

1  1  p  ,i](»i 

1 35 .10.  s,  1  "1 

9359754 

61  1.4799 

608  '.S  1  7 

1  1  1,625 

1  !3. 59.  53, 38 

9  ".M  1  1  ' 

5770334 

1975740 

1  il.,  '»i 

1  >2. 27. 23  ,87 

go32  1  i  1 

1  (02  l6  i 

5904  Ig  ; 

1 [6,875 

l3o.3o.22,  M) 

8880 ,  ,  5 

"1019  1  16 

5875577 

II",  >O0 

128.  8.  3,oi 

874728  ! 

46277  18 

5894729 

IlS, 125 

1  s5.22. 1 3 ,5 1 

8643084 

i  -  ; ,  280 

59661  '"i 

llS.;  M, 

122. 18.  Ci,  19 

9,8577790 

o,385i  I7<> 

4-0,609203  > 
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I  19,01V.' "1 
119,3750 
119,6875 
120,0000 

120, 3 125 

120,6250 
i20,93;5 

121 ,2  300 

121 ,5625 

121 ,875o 
122, 1875 

122,5000 
122,8125 
123 ,I250 

123,4 >; > 
i23,75oo 


120.41 .45,6 
"9-    1->7»4 

1 17.27.  4,0 
1 1 5 . ji .27 , 4 
u  i.iS.41',,8 

1 12. 50.  S, 5 
i 1 1 . 26 . 28 , 3 
110.  8.27,2 
108 .  56 . ">';  ,9 

107.51 .  3,6 
nid.  Ji  .56,2 
io5.  "'<).  i4,3 
10J. 12.38,5 

i" i .  ;i . 32,7 

m:.  56.36,2 
103.26.27,2 


Table  I  {suite  |. 

logr. 

9,8562i8 
s  ,",869 
856745 
S5882I 
862038 
8663o5 
871310 
8773. s 
884226 
891473 
899145 
907129 
91532.3 
i)  'i64  i 
932009 

9, 94o367 


y- 


o,36G6o6 

-t-0 

,617532 

348671 

627173 

3  3 1 4  6  5 

638o68 

3 1 5097 

65oi3g 

299669 

663292 

285258 

677419 

.71927 

69x4  1 1 

259719 

708147 

248660 

7>45 1 3 

238761 

74i387 

23ooo3 

758667 

2223g8 

776244 

'i  J892 

794028 

2io45 i 

S11933 

2060  ]  4 

829S88 

u , 202620 

+0 

,847824 

Pour  l'étude  dont  il  s'agit,  j'ai  choisi  dix-sept  points  de  l'orbite 
correspondant  aux  valeurs  de  /  indiquées  dans  le  Tableau  qui  suit, 
l'our  ces  points  nous  avons  interpolé  les  valeurs  des  coordonnées  / 
et  v.  Mais,  parce  que  c'est  l'orbite  relative  à  la  ligne  mobile  AB  qui 
relève  le  caractère  de  l'orbite  plus  clairement  que  l'orbite  absolue  par 
rapport  au  système  fixe  des  coordonnées,  nous  avons  formé  les  longi- 
tudes relatives 


en  déterminant  les  coordonnées  rectangulaires  relatives  de  C  par  les 
formules 

(1)  /  coi  '  c  —  w),         ,v„       /'  mm(  r  ■■  -  w). 

\insi,  les  valeurs  suivantes  viennent  d'être  déterminées  : 
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Tablk 

II. 

'oint. 

t. 

r. 

ar,. 

y,- 

1... 

95,5 

0,7175773 

+0 

.717J672 

— 0,0038019 

"2. 

95, o 

0,7207407 

-1-0 

,7ig3564 

+0,0446486 

3... 

94,5 

o,73i6585 

+0 

,7258162 

-ho, 0922766 

i... 

93,° 

0,8002828 

+0 

,7684805 

-(-0,2233607 

5... 

9',o 

0,9296423 

+0 

,856;257 

H-O, 3609099 

6... 

87,5 

1 , 1490188 

+  1 

,0260428 

-1-0,5171849 

7.  . . 

79,5 

1 ,5oo375a 

+  1 

,3353696 

+0, 6840423 

8... 

7',5 

1,7124626 

+  1 

,5386674 

+o,75i6846 

i)... 

63,5 

1,8444347 

4-1 

6732300 

+0,7760(10 

II)... 

5  5 ,  » 

1, 9251 164 

+  1 

,7644170 

+0,7700044 

11... 

47  >  5 

'  ,97'  '  i  '•  1 

+  1 

,8287235 

+0,7361826 

12... 

39,5 

1 ,9946028 

-t-I 

,877101». 

+o,6744854 

13... 

3 1  , 5 

> . oo35o23 

+ 1 

,9163267 

+0, 58  i  5607 

11... 

23,5 

2,0046281 

+  1 

9494776 

+0,4669821 

15... 

1  ~> ,  "' 

2,0027253 

+  1 

,976297° 

+o,3242S36 

lii... 

7)5 

2,000721 1 

+  1 

,9941 521 

+0, 1619942 

17... 

il,  Cl 

2  0000000 

+2 

0000000 

0,0000000 

Il  suffit  de  déterminer  analytiquement  deux  coordonnées  quel- 
conques, et  comme  on  peut  supposer  a  priori  que  ce  sont  le  rayon 
vecteur  et  la  coordonnée  xa  qui  sont  assujettis  aux  expressions  analy- 
tiques les  plus  simples,  nous  pouvons  laisser  de  côté  l'expression  de  la 
coordonnée y0,  donnée  par  la  relation 


y0  =  \Jr-  —  xl. 

Ces  considérations  sont  en  accord  avec  les  propriétés  du  problème 
de  deux  corps,  où  le  rayon  vecteur  et  la  coordonnée  x  se  trouvent 
donnés  par  les  expressions 


(2) 


/•  =  a(i — ecosu),         x  =  a(cosM  —  <?), 


jouissant  de  la  propriété  remarquable  d'être  des  fonctions  entières  soil 
par  rapport  à  cos//.,  soit  par  rapport  aux  constantes  a  et  e,  tandis  que 
l'expression 

y  —  a  t/i  —  e-  sin  11 

se  trouve  déjà  dérangée  par  La  présence  de  la  racine  carrée  d'uni' 
expression  du  second  degré  de  L'excentricité. 
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J'ai  de  plus  fait  remarquer  qu'en  supposant 
/•  =  o        pour        h  =  ial. 


on  aura 


=•[■ 


ch  a. 


a:  =  b 


[cosmT 
chaj 


b'. 


En  posant 

p(i)  =  cosw,  p{\)  =  COSi'tf,, 

nous  aurons  les  formules  simples 

P(0" 


(3) 


/■  =  a  I  i 


/>(>) 


x  =^b 


p(0] 

P(')J 


y, 


appropriées  à  devenir  généralisées  pour  le  problème  des  trois  corps. 
Les  expressions  (3)  sont  àutologues,  en  ce  que  les  dénominateurs 
sont  donnés  en  valeurs  spéciales  des  numérateurs.  En  posant  de  plus 


(4) 


/>(')  = 


Pi') 

PO)' 


les  intégrales  du  problème  de  deux  corps  s'expriment  par  les  for- 
mules 

(5)  r  =  a[i-p(i)l         x—b[i—  />(i)]  "•"*', 

mettant  en  évidence  les  racines  de  l'équation 

/■  =  o 


par  la  condition 
ou  bien 


ou  encore 


2.  C'est  par  la  généralisation  des  expressions  ainsi  formées  que 
nous  avons  été  conduits  à  poser,  pour  le  problème  des  trois  corps  qui 
nous  occupe,  les  formes  analytiques  primordiales  suivantes  : 

1 .   Rayon  vecteur  : 


(6) 


.[, 


COS  H 


\>-\ 


cl)  «,  -+-  f*,  ch  b, 


A3, 
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*i  =  ii        f*i  =  — 1  + 


ch«, x 


les  modules  d'excentricité  a{,bt  étant  donnés  numériquement  par  les 

relations 

cha,  -+-  ch  &,=  3, 

(i  +  f*,)2 


donnant 


ch«,  -+-  ^i  ch  £>, 

«,  =  1,0252961,  61  =  0, 8937462; 

ch  a,  =  i,5733o5  5,        ch/7,=  1,4266945. 


Les  valeurs  obtenues,  dans  le  cours  des  recherches,  pour  le  grand 
axe  A  et  pour  la  constante  libre  A3,  sont 

A  --  +  1 , 358 574 4,         logÀ  =  o ,  i33 o83 4, 
A3  =  -+-  0,000  191  1 . 

2.   Coordonnée  x  : 

_,  f  COSM  +  U.,  COSl'l  D 

(l)  OC  =  B     I : r-r      +  r>3, 

v'  '  cha2  +  fAjChOj 

où  les  coefficients  de  phase  sont  donnés  par 

chi7' 


/,--- 


>.p. 


-[■ 


les  modules  d'excentricité  a3,  b3  étant  donnés  par  les  formules 

K—  a,, 


chflo  —  "-ch  6,=  1 

2 


donnant 


cli  a2  =  1 ,  786652  7  ;  ch  b%  —  1 , 5;3  3o5  5. 

Les  valeurs  obtenues  pour  B  et  B3  sont 

B  =      1,3560219;        logB  =  0,1322667; 

B3  =  +  0,0027 V> 5. 

:!.   Arguments  u,  v.  -    Los  arguments  //,  pdeces  formules,  corres- 
pondanl  à  l'anomalie  excentrique  a  dans  le  problème  de  deux  corps, 
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viennent  d'être  déterminés  par  les  relations 

sin  a  -+-  [/.[  sin  v 


m,=  u  ■ 


acha,-|-f*'i|3ch&, 

~h\  sin  u  -+-  sin  e 
~k'[  a  ch«,  •+-  (3  cli  b, 

correspondant  à  V équation  de  Kepler 

m  —  //  —  e  sin  ti. 

Les  différentielles  d'époque  oc,  [3   sont  ici  données  par  les  for- 
mules 

(9) 


a  +  (3=H 5"^"'  oc  =  + t  ,24586o5, 


a  —  (3  =  i  h —       ■    )  (3  — — 0,0339923, 


et  les  coefficients  de  phase  par 


rli«,!              ,„                 rlii, 
f*;  =  l -*-,  À,  =  2H ^ 


& 


5.  Les  expressions  finies  ainsi  trouvées  fournissent  déjà  une  repré- 
sentation de  l'orbite  satisfaisante  pour  ce  qui  concerne  son  caractère 
énéral  (').  Cependant,  en  cherchant  à  se  rapprocher  de  plus  près  de 
l'orbite  actuelle,  il  s'est  trouvé  qu'il  ne  faut  pas  étendre  ces  expres- 
sions d'une  manière  directe  par  développement  en  séries  (-),  en  rete- 
nant les  coefficients  de  phase  p.,,  (Jt2,  jj.'(,  ~K.'„  et  en  procédant,  de  la 
manière  indiquée, aux  multiples  successifs  des  arguments  w,r.  L'orga- 
nisme du  développement  est  autre  et,  on  peut  ajouter,  plus  simple.  En 
effet,  les  quanti  lés  qu'il  faut  adjoindre  aux  expressions  finies  citées 
sont  bien  des  séries  infinies  autologues,  mais  leurs  coefficients  de 
phase  se  réduisent  à 


(')    Voir  la  figure  reproduite  ci-après. 

(*)  Noir  Integralentwickelungen  des  drei  Kôrperproblemes  (Astron.  iaktt. 
och  unders.  Stockholms  Observatorium,  Bd.  1\,  n°  2,  Stockholm  et  Upsala, 
1908!  P-  l6)- 
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au  lieu  des  coefficients  de  phase  X,  (x  qui  entrent  dans  nos  formules 
primaires  [(6),  (7),  (8)]. 

4.  Remarquons  d'abord  la  manière  dont  il  faut  compléter  les  for- 
mules finies  données  ci-dessus. 

1.  Rayon  vecteur.  —  Les  recherches  poursuivies  ont  amené 
l'expression  suivante  du  rayon  vecteur  mené  du  centre  de  gravité 
binaire  (')  : 

(10)  r  =  Ae®K>"i)[i  —  e,  cosm  —  \j.lel  cosr  +  r,  («,  r)]  -+-  A3, 

c'est-à-dire  l'expression  primaire  (6)  avec  les  deux  fonctions  adjointes 

ïi(«,  c)        et        &(iiu  i'i)- 

La  première,  v](«,  v),  représente  la  variation  de  l'excentricité  ou 
bien  du  paramètre  de  l'orbite,  tandis  que  la  seconde,  ©(//,,  r,),  peut 
être  comprise  comme  la  variation  du  grand  axe  de  l'orbite.  La  der- 
nière de  ces  fonctions  dépend  des  arguments  nouveaux 

I   c.  =  v  -+-  p(i8o°+  o ), 

le  mouvement  particulier  de  ces  arguments  étant  donné  par  la  quan- 
tité 


(12) 

y-  -h  /, 

où  l'on  a  à  supposer 


2X    (x-+-X,) 


-t,  P=—  0,01  (....)-. 


c  =  •'. .  555555  . . . , 
et  la  quantité  -  va  être  définie  ci-après. 

2.  Arguments  u,  v  pour  le  rayon  vecteur.        Les  équations  com- 


(')  Voir  Développement  des  intégrales  du  problème  des  trois  corps  (Arkiv 
for  Math.  Astron.  Phys.  I  ètenskaps  Akademien,  Stockholm,  Bd.  VIII,  n°  35, 
p.  11).  Pour  simplifier  l'écriture,  nous  avons  posé 


(II./,  +  (jt,  cil  /', 
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plétées  pour  ces  arguments  sont  de  la  forme  suivante  ('  )  : 

/  +  £,  —  7î  =  u  —  t(i8o°  -+-//)  —      e\  sin  u  —  p.',  e\  sin  v, 


(i3) 

/  -+-  s-2 —  K  =  v  —  t(j8o°+  v)  —  / . ,  e\  > i n  u  —       e\  sin  c, 


c'est-à-dire'  les  formules  primaires  (8)  avec  les  additions   suivantes. 
On  a  posé 

(>4) 


mî=  1  +  e.z—  t., 


où  Ton  suppose  la  longitude  moyenne  donnée  par 
(i5)  l=n0(i+va)t  —  i8o°. 

D'autre  part,  nous  avons  ajouté  aux  arguments  u,  v  du  second  membre 

les  termes 

—  t(i8o°+  u),        —  t(i8o°-i-  c). 

Les  diverses  constantes  qui  entrent  dans  ces  expressions  sont  définies 
par 


n0=i °,888 888 88..  .. 

(v0  =  —  0,0003726), 


1    t- 

2  X    r- 


eJ 
c 


où  il  faut  supposer 

■K 


logz  =8,2418774; 
e  =  2,555  555 . . . ,         loge  =  0,40748) 3; 


_  1   a  —  (3 


<x  +  (5' 


loge  =9,7226746. 


De  plus,  nous  voyons  s'ajouter  aux  équations  primaires  (8)  les  fonc- 
tions 

donnant  les  variations  de  La  longitude  d'époque  e1  correspondant  à 
la  fonction  y) («,  p)  dans  l'expression  du  rayon  vecteur,  et  encore  la 

(')  Pour  simplifier,  nous  avons  posé 

1  1 

1  —  oc  cha,  -H  f*i(3  <-li  /',  '  '       X'î  «  ch <Z|  ■+-  (3  ch 6, 
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fonction 

71  =7T(«i,  l',) 

donnant  la  variation  de  la  longitude  du  périhélie  des  arguments  et 
qui  correspond  à  la  fonction  0(w,,  c,)  qui  entre  dans  l'expression  du 
rayon  vecteur. 

Les  développements  des  fonctions 

i    £i(w,  f),  tt(«,,  P,), 

(A)  e»(«,  «•),  0("i,"i), 

'   ■/)(»,  r) 

viennent  d'être  déterminés  par  l'étude  des  écarts  Ar  du  rayon  vecteur 
de  l'orbite  actuelle  des  formules  primaires  finies  [(6),  (8)]. 

3.  Coordonnée  x.  —  Quant  à  l'expression  de  cette  coordonnée,  il 
s'est  trouvé  que  les  cinq  fonctions  (A)  employées  pour  la  représenta- 
tion du  rayon  vecteur  ne  sont  plus  suffisantes.  Il  faut  au  contraire 
appliquer  à  chacune  d'elles  des  termes  additifs,  de  manière  qu'on  aura 
pour  la  coordonnée  x,  à  remplacer 

£i(">  <')  par  £,(//,  v)     -t-   e(«,  (>), 

M"<  <)  »  £2(«,  v)     -+■   £(«,  c), 

'<"<(«,  <')  »  rj(«,  c)     4-  w(w,  r), 

~("n  <"i)  "  7r(«i,  <',)  -t-  bi(m,  c), 

«("..<',)  »  ©(,/,,  C,)-0(M,  c). 

Nous  aurons  ainsi  à  poser 

(16)  ja  —  Be0-Q[i  —  e2cos  u  —  fi2e2cose  -+- Y) -f- co  ]  +  B3. 

Mais  cette  expression  se  rapportant  à  l'axe  des  x,  qui  en  même  temps 
est  l'axe  de  symétrie  momentanée  de  l'orbite,  si  l'on  désigne  par 

9  =  7T  +  X 

l'angle  que  cet  axe  des  x  forme  avec  l'axe  des  rn,  c'est-à-dire  la  ligne  A  B 
joignant  les  corps  A  et  B,  nous  aurons 

(■7)  ^  =  x0cos(t:  +  x)    !-j„Mn(7H-x)- 

L'angle  o  nommé  Vaxiale  contient,  outre  la  longitude  du  périhélie 

Journ.  de  Math.  (7*  série),  tome  I.  —  Fasc.  I\,   191  i  /|8 
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des  arguments,  la  fonction  adjointe 

Les  fonctions 

t    £(",  •'),  ro(«,  c), 

(B)  !«(«,«'),         0(«.  «0, 

'  /(">  '') 

viennent  d'être  déterminées  par  l'étude  des  écarts  A.r  de  la  coor- 
donnée x0  de  l'orbite  actuelle  de  la  formule  primaire  employée  pour 
la  représentation  de  cette  coordonnée. 

o.  Pour  les  fonctions  (A)  et  (B),  c'est-à-dire 

£,(«,  c);     £,(«,  c);     yi(k,  c);      7r(«t1  r,);      0(«,,  (',); 
e(«,  c);     »(«,  c);     ra(u,  c);     Q(«,  (');       /.(">  '')» 

nous  avons  adopté  des  développements  autologues  soit  à  cosinus,  soit 
à  sinus,  après  quoi  les  recherches  ont  abouti  à  la  détermination  de 
certains  coefficients  et  des  signes  appartenant  respectivement  aux 
termes  de  ces  développements. 

Considérons  d'abord  les  développements  à  cosinus.  Après  avoir 
formé  les  combinaisons  élémentaires  (coefficients  de  phase  ~K=  +  i, 

[A=-l) 

(a)  p„(oo)  =  o, 

p0(io)—      cosa  — cosc; 

^,(oo)=       cos(    «  +  ç)  —  cos(     (/ ('), 

/',(io)=      cos(2«  +  e)+cos(    u  +  ac) 

—  cos(2«  ~      r)  —  cos(     U  —  2('), 
/>i(2o)  —      cos(3«  +     c)  +  cos(    k  +  3i') 

—  cos(3w —    i') — cos(    u  —  3c), 

pl(k  1  I  )  =         COS(2  K  +  21')  +  COS(2M  +  21») 

—  COS(2«  —  2(')  COS(2M  —  21'), 

/>l(3o)  =         COs(4«  +      *')  +  COs(     «+4'') 

—  cos(4"  —      I')—  cos(    u  —  4>')> 
/),  (ai  )  =       cos(3h  +  2  1')-+-  COS(2  u  +  3  c) 

—  cos(3«  —  2  c)  —  cos(  2^/  —  3  c); 

/)2(20)  =:         COS(4«  +  2  1')+  C0S(2M  +4*0 
cns  (4  U  —  2C)  —  COS(2  (I  —  .'|  r). 
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en  général, 


Pi{m,  n)  =      .cos[(/4-  m)u  -4-  (l  -h  «)(']  -+-  cos [(/-(-  n)u  +  (l  -t-  m)r] 
—  cos[(/4-  m)u  —  {/  4-  «)(']  —  cos[(/~4-  n)u  —  (/+  m)?], 

avec  les  dénominateurs 


(6) 


p0(lO)= 

ch 

«1 

—  cl.  6,  ; 

Pl(oo)  = 

Cil 

(  « 

4- 

M 

—  ch(    or, 

6.) 

A'i('o)  = 

ch 

(a  «, 

4- 

*i) 

-t-  ch  {    «, 

-1-  26,) 

-cli 

[2rt, 

— 

*i) 

—  cli  (    a, 

-26,) 

Pl(20)  = 

cl, 

(3« 

4- 

6.) 

-H  du    a, 

4-36,) 

-cl. 

(3a 

— 

M 

—  ch(    « 

—  36,) 

P,(ll)  = 

cli 

(2</ 

4- 

2  6,) 

-t-  Cil  (2(7 

4-26,) 

-cl. 

(2rt, 

— 

2  6,  » 

—  Cl.  (2tf, 

-26,) 

p,(3o)  = 

ch 

(4«i 

4- 

*l) 

-t-cli(    rt, 

+  1  6,  ) 

-ch 

(4a 

— 

6.) 

—  ch(    a. 

-46i) 

Pl(2l)  = 

cl. 

(3« 

4-26,) 

-+-  ch(  ></ 

4-36,) 

-ch 

(3(7 

— 

26,) 

—  Cll(2rt, 

—  3  6,) 

Pj(20)  = 

cl. 

(4a 

4- 

2  6,) 

-t-  ch(2a 

+  4  M 

-cl. 

(4« 

— 

26,) 

—  Ch(2(7, 

-4^.) 

en  général, 

/i,(m,n)=       ch[('4-  »i)s,+  (/+-  «)6,]  4-ch[(/4-  «)«,  4-  (/  4-  »i)6,  | 
—  ch[(/4-  m)  ai—  (l  -h  n)b{]  —  ch  [(/ 4- «)a,  —  (/+  m)ù,  J, 


nous  procédons  à  former  les  quotients 


(«) 


/>/(/»,   H)  = 


P/(ffl,   «) 


p,(m,  n) 
après  quoi  les  fonctions  élémentaires 

desquelles   nos  développements  se  composent   immédiatement,  sont 
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formées  d'après  les  relations 

((/)  Po(o)=p0{oo), 

Po(*)=Po(io); 

Pi(o)=^i(oo), 

Pi'(a)  =^1(20)4-/5,  (n), 

p1(3)=/)1(3o)-+-/-1(2i); 

p,(2)=j»,(20)  +/'.(ii), 

p,(3)=jo2(3o)4-/),(2i), 

» 

et,  en  général, 

p,(m)—pi(m,  o)  +  j,,(m  — 1,  1)  -hpt(m 


,a)+. 


Abstraction   faite  des  coefficients  particuliers  et  des  signes  qu'on 
aura  à  attribuer  aux  fonctions  élémentaires 

P/(»0, 
tout  développement  en  cosinus  aura  alors  la  forme  générale 


(I) 


/= 


Pi(o) 

P2(2) 

Pi(4) 

Po(o) 
Po(') 

+ 

/»i(0 

Pi  (2) 

P.  (3) 

+ 

Ps(3) 
P*(4) 
Pi  (5) 

-t- 

Pi  (5) 
Pi(6) 
P»(7) 

Ce  sont  les  développements  qu'on  doit  attribuer  aux  fonctions  (') 

u(u,  *),     Û(a,  c). 
Les  développements  en  sinus  sont  de  deux  espèces. 
Première  catégorie.  —  Nous  avons  d'abord  à  former  les  combi- 


(*)  Quand  les  arguments  employés  sont  </,,  r,,  il  faut  pourtant  appliquer  les 
mêmes  dénominateurs  (b)  que  pour  le  cas  des  arguments  u,  v. 
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=  +  i) 


(a) 


q0(oo)  —  o, 
<70(lo)  =       sinw 


+  sine; 


<7,(oo)=       sin(    u  -t-     f)  +  sin 

<7,(io)=       sin(2M+     c)  -t-  sin 

H- sin  (2  m —     e)-Hsin 

«7,(20)  =  sin(3«-f-  <')-(-sin 
-t-sin(3« —     c)-Hsin 

<jr,(li)=  sin(2(i  +-  21)  -+-  sin 
-t-  sin  (2  M  —  sc)  +  sin 

</,(3o)=r  sin  (4  u  -t-  c)4-sin 
+  sin(4« —     i')-i-sin 

^,(21)=  sin  (3  u  -+■  2  c)  -t-  sin 
-+-  sin  (  3  u  — •  2  (')  -+-  sin 

«7,(20)=:  sin(4"  +  2  r) -H  sin 
+  sin  (4  u  —  2  r)  -t-  sin 


(    u  — 

( 

'). 

(   "  + 

2 

'), 

(    u  — 

2  0), 

(   "  + 

3 

') 

(    u  — 

3 

'). 

(2K  + 

2 

') 

(2U  — 

2 

'). 

(      "  + 

4 

') 

(il  — 

4« 

■), 

(28  + 

3. 

') 

(2  II  

3. 

'); 

(2«  + 

4'') 

(lit  — 

4* 

•)- 

engénéral, 


Çi (m,  n)  —      sin[(/-t-  m)  u  -{-  (l  -t-  n)  c]  -+-  sin  [(/-+-  n)  u 
+  sin  [(/-t-  m)  u  —  (/  +  «)(']  H-  sin  [(/+  n)u- 

avec  leurs  dénominateurs 


(l-hm)v] 
•  (/+ira)e], 


(6)      </o[io]  =  «chfl,  H-  |3cli6,; 

yt[oo]=       (    a  +    |3)ch(    a,+    6,)-t- 

</i[IO]  =       (a«H-  (3)cli(2a,-(-  6,)-f- 

+  (2a—  (3)ch(2«,—  6,)-H 

ff,[2o]=      (3«+  (3)ch(3«,+  6,)-t- 

+  (3«-  (3)ch(3«,-  6,)  + 

'/i[1|]=  (2a  +  2(3)ch(2a,H-  26,)  + 
-(-  (  2  a  —  2  [3  )  cli  (  2  a,  —  2  6,  )  -f- 

7,[3o]=  (4«+  j3)ch(4a,+  6,)-+- 
+  (4«-     p)ch(4«f,—    6,)  + 

<7i[2I]  =  (3a -f-2(3)ch(3a,+  26,)  + 
H-  (3a  —  2(3)  ch(3ff,—  26,)  -+- 

92[2o]=         (4a  +  2(3)cli(4«,4-  2Ô,)  + 

+  (4«  — 2(3)ch(4«,      -./>,)  + 


(    a-     (3)ch(    a»-     6j). 

a  +  2(3)  ch  (    aj+2Ôt) 
a — 2(3) ch(    (7, —  26,), 

a  -t-  3  (3)  ch  (    (7,  h-  3/^,) 
a  —  3(3)  ch(    a, —  3  6,), 

2a  -t-  2 (3 )  ch ( 2 a, -+-  26,) 
2«  —  2(3)  ch(2a, —  26,), 

a-t-4(3)ch(    rt,-t-4/;i) 
a-4(3)ch(    «t—  4^,), 
2a  +  3(3)ch(2a,+  3ô,) 
2  a  —  3(3)  ch  (2  «,  —  3  6,), 

1   l)i  h    ia,+  46,) 
2  a  —  4P)  cli  (2 a,  —  4&i)i 


382 

en  général, 
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qi[m,  n]  =  [(/+  m) a  +  (/  -\-  n)$\  ch[(/  -+-  m)  a,  +  (l  -+-  n)è,] 
-H  [(/H-  »)a-h(Z  +  m)P]ch[(/-t-  //  )a,  -+-  (/  +  m  )&,] 
-+-  [(/-t-  m)  a  —  (/  +  «)P]CM('  +  m) ai—  (/+  /i)&i] 
-t-[(/-t-  re)a  — (/-w?i)|3]  ch[(/-t-  'Orti—  ('  +  «O^i]- 

Ayant  formé  d'après  ces  formules  les  quotients 


(c) 


qi(m,n) 


çi[m,n] 
nous  aurons  encore  à  former  les  fonctions  élémentaires 


(d) 


9o(o)  =  ?o(oo), 

7o(0  =  '/o(to); 

'/i(o)=^7i(oo), 

7>(l)  =  7i(TO)> 

qi{2)  =  qt(20)  +  ql(u), 

7i(3)  =  7i(3°)  +'/i(2'); 
9s(2)  =  ç2(2o)  +  92(11), 

V,(3)  =  r/,(3o)  +  y,(2l); 

en  général, 

Çi(Lm)  —  qi(m,o)  +  qi(m  —  i,  i)  +  qi(m  —  2,  2)  + 

Abstraction  faite  des  coefficients  et  des  signes  qu'il  faut  apporter 
aux  fonctions  élémentaires 

'//("')• 

tout  développement  en  sinus  aura  la  forme 


(II) 


/= 


7i(°) 

7,(2) 

?.(4) 

7o(o) 

'/»(') 

■+■ 

7,  (  0 
9-1(2) 

7,(3) 

-1- 

7.(3) 
,/,(  i) 
,/,     i) 

-+- 

73(5) 
7.(6) 
7.(7) 

C'est  la  même  forme  que  (I),  abstraction  faite  de  la  signification  diffé- 
rente des  quantités  q.  Ces  développements  se  rapportent  aux  fonc- 
tions 

e,(«,  <>),         s(«,  f), 
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La  seconde  catégorie  de  développements  en  sinus  se  distingue  des 
formules  de  la  première  catégorie  seulement  en  ce  point  que  nous 
avons  à  poser  (coefficients  de  phase  :  ~k  =  +  i,  |i  =  —  i) 

(a)  (70(io)=    sin  u  — sine, 

(b)  <7o(10)  =  <*  cha,  —  (3chè,. 

Pour  le  reste,  les  formules  précédentes  demeurent  inchangées.  Ces 
développements  se  rapportent  à  la  fonction 

it(uu  l',). 

6.  Aperçu  de  la  méthode  employée  pour  la  détermination  des  coeffi- 
cients. —  Considérons  le  cas  du  rayon  vecteur  r  et  ses  fonctions 
adjointes 

(18)  n(u,v);     d(uu  i',)*,     £|(«,  c);     £.,(«,(');     t:(m„  (',)• 

Par  les  recherches  poursuivies,  nous  avons  déterminé  les  coefficients 
de  ces  développements,  en  commençant  par  lés  termes  (c)  de  grande 
amplitude  et  en  passant  successivement  aux  termes  d'un  ordre  de  plus 
en  plus  élevé,  qui  reçoivent  dans  leurs  dénominateurs  des  multiples 
croissants  des  modules  d'excentricité  a,  1>  \  voir  les  systèmes  (/>)]. 

Supposons  qu'à  un  certain  degré  d'approximation  les  formules 
laissent  encore  des  écarts  déterminés 


pour  les  dix-sept  points  considérés  de  l'orbite.  En  attribuant  ces  écarts 
à  des  variations 

An,     \0,     A;,,     A:,.     Att, 

des  fonctions  (18),  il  sera  facile  de  former  les  équations  de  condition 

(19)  Ar  =  a An  +  b A0  +  c As,  i   </Aj,  i   eArc, 

par  lesquelles  on  peut  déterminer,  à  l'aide  de  la  méthode  des  moindres 
carrés,  les  inconnues 

An,    A0,     ...,    Arc. 
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En  assignant  à  chacune  de  ces  corrections  la  forme 

Aï]  —k^pi{m), 
A  9  —  hph  («i,), 


où  les  p,(m),  . .  .  sont  les  fonctions  élémentaires  d'avance  calculées 
et  qu'on  choisit  d'après  la  comparaison  des  courbes  construites  d'une 
part  pour  les  écarts  A/-  et,  d'autre  part,  pour  les  diverses  fonc- 
tions p/(m),  qiÇm),  .  . .  ,  c'est  plutôt  les  coefficients  constants 

«'■/),      «8,       •  •  • , 

qu'il  faut  alors  déterminer  d'après  les  équations  de  condition  (19). 

On  réussit  ainsi  à  trouver  ces  coefficients  avec  leurs  signes  propres, 
dès  que  le  système  des  fonctions 

Pi(»>) 

est  formé.  Pour  le  calcul  de  ces  fonctions,  j'ai  employé  les  valeurs  des 
arguments  u,  v  données  dans  le  Mémoire  Sur  le  développement  des 
intégrales  du  problème  des  trois  corps  ('  ). 

11  est  superflu  de  les  répéter  dans  cet  exposé,  et  il  n'est  pas  non  plus 
nécessaire  de  donner  ici  toutes  les  valeurs  des  fonctions  élémentaires 
ainsi  calculées.  Il  suffira  de  donner  des  exemples  du  calcul  très  facile 


dont  il  s'agit. 


Exemple  du  calcul  de  />/(/»,  n)  et  qi(m,  n  ). 
l  =  i,        in  =  3,         n  =  o. 


i  u  ■+-  v. 

U  -r-  4  >'  • 

4« .  —  v. 

U  —  !\  V. 

n 

„ 

0 

0 

+     1,87 

+     i,73 

-t-     1 ,20 

—   0,90 

—  21,42 

-   19,82 

—  13,70 

-+-  11,04 

-  44,37 

—  4 1 ,oS 

—  28,37 

-+-  22,8g 

107,95 

—  100,09 

—  68,97 

-+-  55,86 

—  17t.    i  ; 

— i63,85 

—  ii2,  ;  i 

-+-  9', 7° 

—  261 , i5 

—244,11 

-  "65,77 

■+•137,37 

-  22,2 i 

—     1 ,06 

' i",64 

-+-205  ,    i  i 

—  10, 

-  82,84 

—290,111 

4-253,97 

—171, 56 

—  i5o,32 

— 33o,26 

+294,86 

(')  Arkivfôr  Math.  Astr.  Physik,  Vetenskaps  Akad.  Stockholm,  Rd.  VIII, 
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Exemple  du  calcul  de  p,(m,  n)  et  qi(m,  n)  (suite). 
/  =  î,         m  —  3,  n  =  o. 


4«  • 


v  +  4". 


'i  » 


4v. 


—229,70 

—210,19 

— 

4,22 

+33i,7i 

— 282,22 

— 265, i4 

— 

34,45 

+     5,97 

— 33o,68 

-3i6,3g 

— 

Ô2,o3 

-H    38,21 

—  16, i4 

-    4,82 

— 

87,73 

+  68,85 

-  59,43 

-  5i ,08 

— 

112,11 

+  98,19 

— 101 ,22 

-  95,78 

— 

i35,63 

+  126,37 

—  142,08 

— i3g,47 

— 

[58, 61 

+i54,2g 

— 180,00 

— 180,00 

— 

180,00 

+  180,00 

I 

n. 

p,(30). 

Cos('|«-t-v). 

Coi(u-h!fV). 

Cos(4«— c).  c 

os(«— 4  v). 

I. 

II. 

I  —II. 

-+-I  ,000 

+  1 ,000 

+  1 ,000 

+  1 ,000 

-t-2,000 

-+-2,000 

0,000 

+o,93i 

+0,94' 

+o,97i 

+0,982 

+1,872 

+  i,953 

— 0,082 

+0,714 

+o,754 

+0,880 

+0,921 

'  +  i,468 

+  1 ,801 

—o,333 

— 0,307 

—0,175 

+o,358 

+o,56l 

—0,482 

+0,919 

—  1 , 4°[ 

-o,998 

—0,960 

— o,38o 

— o,o36 

—  i,558 

— 0 ,410 

—  i,548 

— o,i55 

-o,437 

—o,97° 

— 0,736 

— 0,592 

—1,706 

+1,114 

+0,926 

+  1 ,000 

— o,49' 

— 0 , 5o  i 

+ 1 , 926 

-i,395 

+3,32i 

— o,255 

+0, 125 

+o,352 

— 0,276 

— 0, i3o 

+0,076 

— 0,206 

—0,989 

—0,869 

+0,869 

+0,421 

—  i,858 

+  1,290 

—3,i48 

—0,647 

—0,864 

+o,997 

+0,880 

—  1 ,5i 1 

+  1,877 

—3,388 

-+-0,2I  I 

— o,o84 

+0,825 

+0,994 

+0,127 

+  1,819 

—  1,692 

+0,872 

+0,724 

+0,  168 

+0,786 

+  1,596 

+  1,254 

+0,342 

+  0,961 

-+-0,996 

-i-O,040 

+0,362 

+  ',937 

+0,402 

+  1  .  >  5  5 

+(),509 

+0,628 

—0,376 

—o,l43 

+  i,i37 

—0,519 

+  1,656 

0,194 

— 0, 101 

—0,714 

— 0, 5g6 

—0,295 

— r ,3 10 

+ 1 , 0 1 5 

—  ",789 

— 0,760 

—  0,93l 

—0,901 

—  i,549 

—  i,832 

+o,283 

—  I ,000 

—  1 ,000 

—  I ,00O 

—  1 ,000 

—2,000 

—  2,000 

0,000 
gr,(30). 

Sin  (4  u+v). 

Sin  (u+4  v). 

Sin(4« — v).   Sin(u — 4*')- 

I. 

II. 

I  -MI. 

-+-o:o33 

+o,o3o 

+0,021 

— 0,017 

+o,o63 

+0,004 

+0,067 

— o,365 

—0,  ;;., 

— 0,237 

+0,191 

—0,704 

— 0,046 

— 0.-10 

— 0,700 

-0,657 

— 0,476 

+0,38g 

— 1.  ;  ■- 

—  0,087 

-1,444 

— 0,95a 

-0,984 

—0,933 

+0,828 

i,936 

— o,io5 

—2,0,1 

— 0,066 

-0,278 

—0,925 

-f-i  ,0110 

o,344 

+0,075 

—0,269 

+0,<|S.S 

+0,900 

—0,246 

+0,677 

+  1,888 

+o,43i 

+a,3ig 

...  .;., 

—0,018 

+0,872 

0     1  18 

0    tg 

+0,4 1 1 

+0,047 

0,967 

—0  995 

+0,936 

—0,961 

1 

— 0,025 

1,984 

—0,147 

0,495 

+0,495 

—0.907 

—0,642 

—0,412 

-i,o54 
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Sin  (4  Ji-t-t')-    Sin(m-4e)-      Sin(4«— v).   Sin(«— 4i>). 


-1-0,763 

+  0  ,  5o3 

— 0,073 

—o,474 

+0,977 

+0,996 

—o,566 

+0,104 

+0,489 

+  0,690 

— o,883 

+  0,619 

—0,278 

— 0,084 

—o,999 

+0,933 

—0,861 

—0,77s 

—0,926 

+  0,990 

—0,981 

—o,995 

—  0,699 

+o,8o3 

— o,6i5 

— o,65o 

— o,365 

+0,434 

— 0,000 

—  0,000 

— 0,000 

+0,000 

-7,(30). 

I. 

II. 

I  +  II. 

1 ,266 

— °,347 

+0,719 

i,973 

— 0 , 462 

+  1 ,5n 

i,i79 

— 0,264 

+0,915 

o,362 

— 0,066 

—0,428 

1,639 

+0,064 

—  1 ,375 

',976 

+0, 104 

—  1,872 

1,265 

+0,069 

—  1,196 

0,000 

+0,000 

0,000 

Exemple  du  calcul  de  />/(  m,  n  )  ei  i//i  >»,  n  )■ 
l=i,  m  =  3,  n  —  o. 

4«,+    6,  =  +  4, 99495,       4=<  +    (3  =  +  4,94g45, 
4(7, —    £,  =  -1-3,20745,       4#  —    p=  +  5, 01743, 

«1+  4  &i  =  -t-  4,6oo3o,  a  +  4(3  =  +  1 ,  10990, 

«,  —  4£>i  — — 2,54970,  a  —  4(3  =  +  1 ,  38 1  82; 

ch(4a,+    &,)=+  78,837,  (4«  +    P)ch(4a,+    è,)=+365,45, 

ch(4«, —     />i)  = —   12,378,  (4a —     p)cli(4«i —     ^i)=  +    62,11, 

ch(    a, -4- 4*1)  =  +■  49,762,  (    a  +  4(3)cli(    a,  +  4&i)=:  +    55,23, 

•ch(    ai  —  4è,)=—     6,441,  (    a  — 4p)cli(    «,—  4i,)  =  +      8,90; 


/>,(3o)  =  — 104,780,  y,  (3o)=+ 491,69. 

Après  avoir  déterminé  de  cette  manière  (')  les  fonctions  élémentaires 
/>/(»!,  n  )     et     >/i(»t,  n  ) 
avec  leurs  dénominateurs 

/»/(»' ,  11  )      et     7/(/»,  11) 


pour  les  indices 


/  =  o,  1,  2,  3, 
m ,  n  =0,  1,  2,  3 


nous  procédons  à  la  construction  des  courbes  pour  les  quotients 
p,{m,n)  —{,         çi{m,  n)=  2+^—    —, 


l'i  II  esl  avantageux  d'employer,  pour  le  calcul  des  fonctions  hyperboliques, 
les  Tables  de  George  F.  Becker  ut  C.-E.  van  Oislrand  :  Smithsonian  mathe- 
matical  TabU  s  Hyperbolic  Functions,  publicatioi 1871,  Washington,  1909. 
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et  comme  ce  sont  ces  courbes  qui,  plutôt  que  les  valeurs  numériques, 
sont  propres  à  diriger  les  recherches,  accomplies  dans  chaque  cas  indi- 
viduel par  le  calcul  numérique,  ces  courbes  sont  reproduites  ci-après 
(Tableaux  I-IV). 
Les  coefficients 

R  -    dr    -4-    dr 

oml        um.2 

D=—  —  — , 
0ml        uni,' 

qui  sont  employés  pour  réduire  les  corrections  des  arguments,  c'est- 
à-dire  A-,  Aî,,  Aî2  à  des  écarts  correspondants  Ar,  sont  donnés  dans 
le  Mémoire  cité  :  Développement  des  intégrales  du  problème  des 
trois  corps. 

7.  Aperçu  des  développements  obtenus  par  le  procédé  d'approximation 
exposé.  Rayon  vecteur.  —  Fondions  t,  («,  v)  et  e2  («,  r).  —  Les  déve- 
loppements de  £,  et  *.,  formés  au  premier  abord  sont  les  plus  simples, 
donnés  en  effet  par  les  formules 

s,  («,«•)  =  *  !|q0(o) -+-^(2,(0)  +  ^Q2(2)+...J, 


et  pour  le  reste 


£.,(</, 

")=*![<?•(<>)- 

-ÏQ.«»+3i 

QiO 

0 

ligné 
;ste 

Qo(o) 
Qi(«)  = 

=  -+-  '/«(o) 
—  '/»('), 

:  -+-  qi  (  '»  ) 
—  <li  (m-hi) 

4-r/,(»H-2) 

-gi(m  -t-3). 

A  chacun  de  ces  développements  s'adjoint  un  terme  libre  dans  la  com- 
binaison 

e2  +  £0, 


où 


e  ■>!  i\  ii  -(-  sni  i' 

£<,  =  *-(■■ 


«  ch  ",  h-  (3  cli  /;, 
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Fonction  't](u,  v).  —  L'expression  de  ï](«,  r)  est  encore  assez  régu- 
lière et  fut  tantôt  fixée  sous  la  forme  (  '  ) 

I  +  C    I  -I-  X, 

*)(«>  «0=     — — ■fli("-<')i 

i  -+-  c   I  —  X, 

*)l(M<  (')2 


I  —  C     I  —  X, 

— Yh(«,    l')l 


1  —  C     I   -h  X, 

-  Ï1S(«,    (')2- 


Elle  se  trouve  ainsi  composée  de  quatre  développements,  savoir  : 
ï],(«,  c)1  =  -(-)t-(P0— -Pt  — ^P2-h... 


ïjt(M,  ^)J=  +  x^P0+Hpi_£.ps_... 
„1(Bip)1=+x^p;-5p'i-hJp;_... 

n2(«,  ,.)l=  +  xî(p;  +  £p;  +  gp;  +  ...) 

Il  faut  supposer 

p0=    /,0(O)  p;=,  +  Po(o) 

—  Po(>)<  +/'o(i); 
et,  pour  le  reste, 

Pi  =  +pl(m)  V'i=  +  pi(m) 

—  pi{m  +  i)  4-jB/(»n-  i) 

+  />/(m-t-2)  +p,(m  -{-2) 

—  pt(m  +  3),  +/'/im  +  3). 

Le  terme  libre  adjoint  à  ï)(«,  p)  est  de  la  forme 

i  H-  c  i  —  c  eosu  —  cosf 


Y]0  — X 


c  c      cli«i  —  ch  6, 

i  H-  c  cosa  —  cosc 


c      clia,  —  ch  A, 


(  '  )   La  quantité  x,  qui  entre  parfois  dans  les  formules  a  la  valeur 

i  -4-  c  c 

X,  =  —  X 
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Fonction  0  («,,  t>,)-  —  L'expression  de  ®(u,,i>t),  déjà  un  peu  plus 
compliquée,  s'est  trouvée  de  la  forme  préliminaire 


y.  h 


(4c)2  (C  +  l)(C-l) 


P0+4c-P1  +  (/ic)2^P.2  +  .. 


(4c)' 


•] 


où  nous  avons  obtenu 

P0  =  —  (c  —  ')A'o(o) 

P,=  —      C  />,(o) 

■+-     C  Pi  (2), 

Pï  =  —  (C+l)/>,(2) 

+  (c  —  1)^(3) 

+  (c  — i)p,(4) 
-(c+i)p,(5), 

P3=       c  p3(5). 

La  valeur  de  la  constante  /*  est 

c 


h  =  (c  + 


Terme  libre 


:x»(c  +  l)- 


e 
c  cosm,  —  cosc, 


e    chrt,  —  ch£>, 


Fonction  -(m,,p,).   —   Pour  la   fonction  -(«,,  {•',),   nous   avons 
obtenu    l'expression    primaire    (coefficients    de    phase   :   X  = -f- i, 

(X  =  -l) 


7r(w,  C,  )  =  2  h 


* 

e 

-t-  - 

+  ?i(o) 

e2 

+  — 

-9.(3) 

'MO 

c 

-+-?l(2) 

c- 

-y.  (5) 

Désormais,   les    termes  supplémentaires   ci-joints  viennent  d'être 
trouvés  : 


c  l 


-jîi(0  — c^?i(a)  +  [c(c  +  i)]».ac^gr1(6) 
(c-a)^,(2)-c^?J(4)-[c(c-i)]».2    ^9,(4) 


+  (c_l)_7l(3)_ 


)• 
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Terme  libre  à  ajouter  à  tt  +  A-  : 

c      siu  il,  —  sine, 


7r0=  2X8(  C  -+-  l)(c —  l) 


e  «cha,  —  (3  ch  b 


c       sin  m  —  sin  c 

2x-   c  +  i      c-i) -r o     i   ,    ■ 

c  a  chrt,  —  p  ch  /y, 


8.  Aperçu  des  développements  obtenus  par  le  procédé  d'approximation 
exposé.  Coordonnée  x.  —  Fonction  co («,  p).  —  Pour  cette  fonction, 
nous  avons  trouvé  l'expression 


«,  o)  =  ■/./>(,( i o 


-p,(o)- 


X(C-O)  -/>,(!) 


e  —  a  c- 

— —  _ft(a)-x 


i/>3(4) 


/>,(2)  +  x(e  +  2)  -  ^2(4)  -)-  X(C+  2)  -;/'3(5) 


le  dernier  terme  étant  presque  insensible. 
Le  terme  libre  est 

W0=  2X2jP0(lo). 

Fonction  ù(u,  v).  —  Développement  trouvé  : 


]■ 


<>( 


u,  p)  =  x     x,  pi(o)  +  1.  ~/>i(0) 


-'•-/».  00 


x,  -/>i(3) 


sans  terme  libre. 

Fonction  y(u,  v).  —  L'expression  trouvée  pour  cette  fonction  est 


y(ll,  e)  =  u 


2C 


//l(°) 


(2C)2-Ï9,(2) 


-(C—  2)(2C)s-9s(3) 


-2C(C—  2)-^,(2) 


2f         X,  -?i(3) 


(2C)3 


(ac)« 


$*(«>]}■ 
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Fonction  e(«,  p).  —  L'expression  trouvée  que  voici  : 


g(«,  (')  =  X-  * 


*        -J*.(3) 


-?i(2)  — ^îs(4) 


Fonction  ts(u,  p)  (') 


ct(m,  (')  =  X-  *  * 


c 


*  H 7»  (3) 


+  (C  -  2)^,(2)  -|-  î±i-?2(5) 


—  (c-2)^7,(3] 


î).   Remarques  sur  la  forme  présumarle  des  développements  dans  le  cas 

GÉNÉRAL  OU  l'ûRBITE  DES  DEUX  CORPS  A,  B  n'eST  PLUS  CIRCULAIRE  OU  HOMO- 
PLANE.  —  Nous  avons  vu  comment  les  fonctions 

Y)(W,  c),     0(M,,  .-,),      ..., 

considérées  dans  ce  qui  précède,  s'obtiennent  par  les  développements 
définis,  assignés  ci-dessus  à  chacune  d'elles.  Il  faut  seulement  ajouter 
—  et  j'ai  fait  déjà  cette  remarque  (2)  --  qu'il  faut  admettre,  au  lieu 


(')  Remarque.  —  Si  l'on  fait  supprimer  le  facteur  x  dans  tontes  les  formules 
.i  •.unis,  ces  fond i. m-  seronl  immédiatement  exprimées  en  degrés  sexagé- 
simaux. 

('-')  Développements  des  intégrales  du  problème  des  trois  corps.  Un  von  vec- 
teur  (toc.  cit.,  p.  26,  27). 
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des  développements  immédiatement  trouvés  de  la  forme 


(20) 


/(«,    P)  =  P,+  ^P.+  ^P^..., 


les  développements  plus  généraux  : 

c  c~ 

(20a)  f—  P0+   -P,  C0S(7T  +  X)  H ;P2  COS2(7T  +  X)  +.  .  ., 

où  œ=iî-|-)(    est  l'angle,  nommé  V axiale  ('),  formé   du  périhélie 
de  l'orbite  C  avec  le  rayon  /-,  =  AB. 


La  fonction  P0  de  ces  formules  contient  le  terme  du  premier  ordre 

P0=Po(')  =  /'  I  COSH  —  COSP], 

et  P,,  P.,  ...  contiennent  des  termes  supérieurs  à  multiples  crois- 
sants des  arguments  u,  v. 

Reprenons  d'un  autre  côté  l'expression  primaire   finie  du  rayon 
vecteur 

\  cos//  -+-  u  com'1 

r  =  A    1  —  r— r +  A3. 

/.  en  a,  +  fxchi,  J 


(21) 


C'est  encore  une  expression  du  premier  ordre  de  la  forme 

Pn  =  /)0(l)  —  l  —  e,  COS  il  —  jjL,r,  COS<', 

(')  C me,    dans    le    cas   présent,  l'angle  - -:   y    est   1res    petit,  n'excédant 

guère   '.",  l'application  des  facteurs  cos  (îr  ■+-  x)  ■  •  ■  dans  la  formule  ci-dessus  n'a 
pas  d'effet  sensible  sur  l'expression. 
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abstraction  faite  de  la  constante  A3.  Les  coefficients  de  phase  donnés 
ci-dessus  (p.  'à-j'5)  diffèrent  ici  des  valeurs 

±  i. 

list-il  possible  de  développer  cette  expression  (21)  en  une  série  infinie, 
procédant  suivant  les  multiples  de 

rc  +  y., 

pour  en  avoir  une  expression  de  la  forme  (20a)  citée  ci-dessus?  On 
aurait  ainsi 

(21  a)  /=AP0+-P1cos(7t +  %)-!-... 

ou  bien  approximativement 

(21b)  r  =  A.(p0+ÏPi  +  . 

expression  qui  se  trouve  en  contradiction  avec  l'expression  (21),  qui 
est  l'expression  de  /'  délivrée  de  tû  -h  /,  et  qui  satisfait  à  l'orbite 
actuelle. 

Mais  considérons  le  cas  où  l'orbite  AB  n'est  plus  un  cercle.  Nous 
pouvons  alors  assigner  à  cette  orbite  une  excentricité 


et  une  anomalie    (soit   Y  anomalie   vraie,    soit    Y  anomalie   excen- 
triqué) 

J\      ou      IV 

qui,  pour  le  cas  de  l'anomalie  vraie,  n'est  autre  chose  que  l'angle 
formé  par  l'axe  AB  avec  la  direction  du  périhélie  de  /-,  (voir  la 
figure).  Ainsi  les  deux  angles  ~  -\-y  et/,  se  correspondent  mutuelle- 
ment, exprimant  la  distance  angulaire  de  la  ligne  Al!  d'une  part  du 
périhélie  «le  r  et,  d'autre  part,  du  périhélie  de  /•,. 
Nous  venons  de  remarquer  que  l'angle 


ne   j xii  1   |i,is  être   appliqué  pour   le   développement   de  l'expression 

Jown.  dr   Math.  (7*  série),  tome  I.  —  Fasc.  i\.   nj«5.  ^^* 
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finie  (21)  de  r,  en  ajoutant  des  termes 

P,cos    (-  +  •//. 

P2  COS2(7:  +  '/,). 


Mais,  au  contraire,  dans  le  cas  général,  où  l'excentricité  e3  n'est  pas 
nulle,  un  tel  développement  est  bien  possible.  Posons,  en  effet, 

/•  =  A.(P0  +  <?3P,  conv  -l-  e\\\_cosiw  -)-.  .  .), 

où  P0  est  donnée  par  l'expression  (2i)elP,,  P2,  ...  sont  les  termes 
supérieurs  (')  formés  avec  les  coefficients  de  phase 

,  ch«T' 

A  =  i,  p.  =  i  — 


3 
appartenant  à  l'expression  (21).  Alors,  pour 


l'expression  (22)  se  réduit  à  l'expression  primaire  (20)  qui  corres- 
pond au  mouvement  circulaire  de  AB.  11  s'ensuit  que  la  formule 
est  vraisemblablement  un  développement  appartenant  au  cas  général 
où  l'orbite  AB  n'est  plus  circulaire  (2).  Mais  ce  développement,  fondé 

sur  les  fonctions 

P„=P„(«,  0), 

ne  contient  pas  l'axiale  ou  l'angle  -  +  -/.  Mais,  en  faisant  rentrer 
l'anomalie  w  {excentrique)  dans  les  fonctions  P„,  on  peut  au  contraire 
supposer  la  forme 

(22)  r  =  A[P0(m,  v,  <v)-t-  P,(«,  c,  i(')cos(^-i-"/.)  +•  •  ■]• 

En  posant  le  troisième  coefficient  de  phase 


(')  Voir  Integralentwickelungen  des  Dreikôrperproblems  (Asiron.  iaktt. 
och  unders.  Stockholm  Observatorium,  Bd.  I\,  nn  ■>,  190?.,  p.  16  et  suiv.). 

(2)  Il  faul  supposer  que  w  soit,  dans  ce  cas,  Vanomalie  excentrique,  ana- 
logue aux  arguments  (/,  r. 
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et  supposant  le  module  de  l'excentricité 


C  =  00 


chcj 


pour  e3  =  o,  l'expression  (22)  se  réduit  à  la  forme  finie  (21) 

r=AP,(«,  <•). 

L'expression  (22)  paraît  ainsi  être  une  généralisation  appropriée  de 
la  forme  finie  (6). 

Ce  que  nous  avons  dit,  à  cet  égard,  de  r  s'applique  également  à 
la  coordonnée  x  et  aux  équations  des  arguments  u,  v. 

De  plus,  nous  avons  trouvé  pour  les  diverses  fonctions 

Tj,(H,    C),        0(«,,    C,),        .  .. 

de  certains  ternies  libres,  qu'il  faut  ajouter  aux  développements  régu- 
liers de  ces  fonctions.  Ces  termes  libres  sont  partout  de  la  forme 

y)0,  90...—  P0  =  p0(i) 
ou  bien 

Il  est  par  conséquent  indiqué  que  ces  termes  libres  soient  les  termes 
premiers  de  développements  qui,  dans  le  cas  général,  procèdent  sui- 
vant les  multiples  de  «'  ou  /,,  c'est-à-dire  des  séries  infinies  de  la 
forme 

(23)  y)„,  0„.  .  .=  P0-+-e3P,  cosn+  e-P,  cos2H'-)-. . .  ; 
mais  alors,  avec  les  coefficients  de  phase 

(24)  l=  +  u 

r 

Pour  e3  =  o,  ces  séries  se  réduisent  aux  termes  libres  actuellement 
trouvés  dans  le  cas  du  mouvement  circulaire  des  corps  A,  B. 

Sur  ce  point  nous  pouvons  nous  demander  s'il  y  a,  dans  le  cas 
général,  des  développements  à  double  entrée,  procédant  suivant  les 
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multiples  des  deux  angles 

®  =  ji  +  ^         et         «', 
c'est-à-dire  de  la  forme 

(a5)  r)  =  P00-l-  Pi0cos(B  -+■  P2()cos2cp  -(-... 

-+-  Poi  cosh'  +  P,,  cos(©  -+-  tr )-(-..  . 

-+-  P02  COS2W  -+-.  .  .  . 

D'après  les  résultats  obtenus,  les  fonctions  Y],  0,  ...  sont  représen- 
tées par  des  séries  régulières 

c                           c~ 
(2G)  Y).    0.  .  .=  P0-i P.  COSffl  H P2  COS2  0   -)-..., 

e  '         e- 

où  les  fonctions  P0,  P,,  P.,,  ...  forment  une  suite  systématique,  de 
manière  que  P0  soit  bien  définie,  dès  que  les  fonctions  suivantes  P,, 
P,,  . . .  sont  connues.  En  outre,  le  terme  libre 

(27)  u„0»...=*p; 

vient  s'ajouter. 

Si  alors  on  voulait  adopter  la  forme  (25)  à  double  entrée,  il  faudrait 
supposer,  par  comparaison  avec  le  développement  particulier  (26), 

P    -  -  P 

r  10  —      'h 

e 

p  —  aip 


et,  par  suite  de  ces  déterminations,  aussi 

(28)  P„0=Po. 

Mais,  d'autre  part,  et  en  considérant  le  développement  (26)  en   soi 
avec  son  terme  libre  (27),  on  devrait  s'attendre  à  avoir 

(29)  P0O=Po-H/<:P'o. 

Le  terme  libre  serait  cependant,  selon  (28),  superflu.    Par  cette 
considération,  l'hypothèse  (25)  paraît  bien  abrogée  et  il  faut  au  con- 
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traire  supposer 

(3o)  n  =      P0  +  P,  cosœ  +  P2  cos2cp  -h. . . 

+  P'0  -+-  P,  COS(I^  +  Pj  COS2U'  -+-..., 

c'est-à-dire  une  expression  composée  de  deux  séries  indépendantes  et 
parallèles  correspondant  à  l'un  et  l'autre  des  arguments  o  et  w. 

Cette  circonstance  est  d'autant  plus  remarquable  qu'elle  comporte 
une  simplification  notable  de  la  représentation  analytique  du  mouve- 
ment dans  le  cas  général  du  problème  qui  nous  occupe.  La  forme 
simple  (3o),  assignée  aux  fonctions  yj,  0,  . . . ,  se  trouve  encore  con- 
firmée par  la  considération  de  la  difficulté  de  s'imaginer  un  dévelop- 
pement à  double  entrée  comme  (2.))  appliqué  pour  la  représentation 
de  r  [voir  (21),  (21a),  (21b),  (22)].  En  cherchant  la  généralisation 
de  l'expression  (21)  de  r,  c'esten  effet  seulement  le  développement(22) 
qui  se  donne  conformément  à  la  nature  du  problème,  toute  autre 
forme  du  développement  paraissant  bien  exclue. 

Toutefois,  en  adoptant  l'expression  (3o),  il  faut  bien  substituer 
pour  w  V anomalie  vraie 

/. 

appartenant  au  rayon  r,.  En  effet,  les  deux  angles 

?     et    /, 

se  correspondent  par  rapport  à  la  ligne  AB  (voir  la  figure)  et  il  faut 
accepter  l'expression 

(3i)         n  =       P0(u,v)-+-     P,  (m,  c)cos(p  +      P,  («.  e)  cos2<p  -+-.  .  . 
-+-  P'0(k,  r)  -t-  esP't  (m,  v)  cosft  -t-  e\  P,(w,  v)  cos2/,-t-. .  . 

au  lieu  de  (3o).  Comme  on  a 

il  s'ensuit 

(32)  <p  +/,=  ro  —  cr,, 

où  nr  et  gj,  sont  les  longitudes  des  périhélies.  Ainsi  nous  aurons 

(33)  <3—  — /.-H  57  —  CT,, 
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et  l'axiale  contient  de  cette  manière  la  quantité 


caractéristique  pour  les  perturbations  séculaires  soit  de  e,  soit  de  m. 
Si  de  plus  nous  désignons  par 


/.     /, 


les  longitudes  vraies,  on  aura  de  même 


(33a) 


■  ('.-*)• 


Si  l'orbite  de  C  ne  coïncide  pas  avec  l'orbite  AB,  c'est-à-dire  si 
l'inclinaison  des  deux  orbites  n'est  pas  nulle,  il  s'ensuit  encore  une 
généralisation  des  formules  (3i).  Dans  ce   cas,  il  faut  substituer  à 


l'axiale  les  deux  angles 


o 


et 


/,  4-  ra,  -  Q  =  l, 


S, 


où  i2  soit  la  longitude  commune  des  nœuds  au  plan  invariable.  Le 
mouvement  dépend  alors  des  deux  angles 


<P  =  —  /i-±- 

m  — 

5J, 

et 

i=/i  +  ro— 

ro, 

ou  bien 

o  = 

h- 

ro 

et          <p, 

—  /|  +  CJ  — 

2&, 

ou  encore 

de 

tp 

=  1 

—  w 

et 

CB,=  }.,  +  (.), 

en  posant 

>., 

=  Mi- 

- il.          u 

—  m  —  Q. 

Il  faut  alors  supposer 

,  au 

lieu 

de(3i), 

2Î2, 


(34)  Y)  =      P0(u,v)-h      P,  («,  e)cos<p      •       -t- 

4-  P0  (u,  v)  4-  e3  P',  {u.  v)  cos/,  + 

4-  l'o  (m,  l')  -h./2  P'i  («,  v)  costp  cos<p,  4- 
4-  P'ô  («,  c)  4- y'2  P™  (  u,  v  )  cos/i  coso  4- 
4-  P'o^M,  f)+y2P';(M,  r  )  cos/,  costp,  4- 

C'est  une  généralisation  de  la  formule  primordiale 

■f)  =  P0(«,  v)  -I-  Pj(m,  r)  coso  4-. . . 

contenant  quatre  développements  adjoints. 
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L'expression  (34)  se  trouve  justifiée  par  la  considération  des  termes 
libres  trouvés  ci-dessus,  qui  sont  composés,  en  général,  de  quatre 
termes  simples  ('),  comme  on  trouve,  en  résolvant  leurs  coefficients. 
Si,  au  contraire,  on  cherchait  à  généraliser  l'expression  primordiale 
de  Y]  par  l'introduction  des  fonctions  à  trois  variables 

P„(«,  V,  II') 

comme  nous  l'avons  fait  pour  le  rayon  vecteur  /',  il  serait  difficile  d'en 
tirer  quatre  développements  adjoints.  On  en  obtient,  en  effet,  ou 
trois  ou  bien  cinq. 

Pour  le  mouvement  AB,  circulaire  et  uniforme  dans  le  cas  consi- 
déré, nous  avons  seulement 

''i  =  Ai,        fx=w=ntt. 

Dans  le  cas  général,  il  faudrait  supposer  l'expression 

(35)  /-,  =  A,[P0(k,  v,  «>)-+-  P,(«,  v,  w)coscp-H.  .  .] 

qui  se  réduit,  pour 

1  =  11  =  0,         y  =  i,  c       »,  e5=— , 


a 


/*i:=  Ai=  const. 


(hiant  aux  fonctions  vj,  etc.,  elles  n'existent  pas  dans  notre  cas 
pour  r,  et  il  n'y  a  pas,  par  conséquent,  de  termes  libres.  Il  n'est 
pas  possible  d'en  conclure  que  ces  fonctions  vont  manquer  dans  le 
cas  général,  quoique  cela  puisse  paraître  à  un  certain  degré  Mai- 
semblable. 

Mais,  si  la  masse  de  C  n'est  plus  zéro,  il  faut  s'attendre  à  des  fonc- 


(')    Il   fut  dés  lors  prouvé  que  ces  Ici  nies  ^c  réduisent  à  deu.r  au  plus  (\nir 
[rchives  de  l'Académie  des  Sciences,  Bd.  V  nn  8,  Stockholm.  191  \.  p.  29)  el 
désormais  (Ibid.,  Bd.  \,  n°  20,  p.  9)  qu'ils  se  doivent  même  réduire  à  un  seul 
terme,  exclusivement  lié  à  l'inclinaison  mutuelle  des  orbites. 
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tions  yj,  etc.,  appartenant  au  rayon  rn  et  en  général  analogues  à  celles 
qui  valent  pour  le  rayon  r.  Il  y  aura  alors  aussi  des  termes  libres. 
Dans  ce  cas,  on  n'aura  plus  à  supposer  c  =  se. 

Remarquons  encore  que  les  variations  séculaires  de  e  et  de  tn  sont 
données  par  les  équations  connues 

de  i — \    i    ■    i    i        \ 

—r-  =  oi  e  sin  55  —  Xx>), 

-;-  =(oi)  —  |cnj  -cos(m  —  ro), 

et  que  par  conséquent  les  expressions  de  e  et  de  ra  doivent  contenir 
l'argument 


Cet  argument  n'est  pas  représenté  par  les  expressions  (34),  ce  qui 
peut  paraître  un  défaut  de  la  formule.  Mais,  par  contre,  l'argu- 
ment xs  —  m'  va  être  introduit  par  l'expression  (22)  de  r  et  par  les 
équations  des  arguments  y  correspondants. 

Ces  remarques  rapides  que  nous  venons  de  faire  sur  la  forme  pré- 
sumable  de  la  solution,  dans  le  cas  le  plus  général  de  notre  problème, 
suffiront  pour  le  moment  pour  guider  la  considération  de  ce  cas  par 
l'étude  d'une  orbite  convenable.  Il  faut  encore  renvoyer  à  une 
recherche  récemment  publiée  dans  les  archives  de  V Académie  des 
Sciences,  Bd.  :>-'>,  Stockholm,  191  '>,  sur  la  représentation,  dans  le 
problème  donl  il  s'agit,  du  mouvement  pendulaire  et  des  mouvements 
ulaires  ainsi  que  sur  les  développements  suivant  les  puissances  de 
L'inclinaison  mutuelle  des  orbites. 

(  A   suivre.) 
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